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® Bu Uniteyi calistiktan sonra;

e Kiime kavramini tanimlayabilecek
ve kiimeleri yazabilecek,

e Elemanlari verilen kiimeleri ifade
edebilecek,

e Kiimeler tzerinde islemler
yapabilecek ve kiimeler ile ilgili
problemleri ¢bzebileceksiniz.

HEDEFLER

© Bu iinitenin tim yayin haklari Atatiirk Universitesi Agcikégretim Fakiiltesi’ne aittir. Yazili izin alinmadan
Unitenin timdntiin veya bir kisminin elektronik, mekanik ya da fotokopi yoluyla basimi, yayimi, ¢cogaltimi ve
dagitimi yapilamaz.



Kiimeler

Kime Kavrami

e  Kiimenin tanimi

e Kiimelerin gésterilisi ve bazi kiime érnekleri

o

Kiimelerin Degisik Bicimlerde ifadesi

e Kiimelerin gésterim yontemleri
(liste yontemi, ortak ozellik yontemi

ve Venn semasi yéntemi)

. Pazartesi

. Persembe

. Pazar

Kiimeler Uzerinde islemler

e  Kiimelerin birlesim, arakesit, alt

kiime, fark, tiimleyen tanimlari
e Evrensel kiime ile ilgili 6zellikler
e Birlesim ve kesisim ile ilgili 6zellikler

e Kartezyen Carpimin Ozellikleri

\_

v

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi



Kiimeler

GIRiS

Dogada her zaman var olan ve uzun yillar boyunca kullanilan kiime
kavraminin matematiksel taniminin yapilmasi ve isimlendirilmesi 19. ytzyilda
olmustur. Sayilar, denklemler ve fonksiyonlar Gizerinde ¢ok sayida calismalar
yapilmasina ragmen bunlarin belirli topluluklarinin kiime olarak isimlendirilmesi
uzun bir zaman almistir. Dolayisiyla matematik dilinde birlik saglama ihtiyaci,
gecmis ylzyillar boyunca matematikgileri mesgul eden durumlardan biri olmustur.
Bu birligin kiimelerle saglanabilecegini ifade eden ve 1845-1918 yillari arasinda
yasamis inli Alman matematik¢i Georg Cantor’dur. Zaten sonlu ve sonsuz
kiimeleri olusturmak amacinda olan Cantor, bu amaca ilk ulasanlardan biriydi.
1874 yilinda yayimlanan Cantor’un makalesi, kiimeler kuraminin ortaya cikisinda
onemli bir adim olarak goralir. Meshur Alman matematikgisi Cantor, tiim
matematik calismalarinda ve problemlerinde kullanilan nesnelerin kendi
aralarinda belirli 6zelliklere gore gruplanabilecegini, bu durumda arastirma veya
problemin anlasilabilirligini ve ¢6ziime yonelik islemlerin daha kolay
yapilabilecegini fark etmistir. Buradaki “nesne” soyut ya da somut bir kavrami
ifade eder. Bu bir sayi, sekil, harf veya farkl bir kavram olabilir. Bolzano, Russell,
Zermela, Fraenkel, Von Neumann, Bernays ve Godel gibi matematikgiler kimeler
kuraminin gelistirilmesine 6nemli katkilarda bulunmuslardir.

Kimeler kurami genellikle degisik formal disiplinlerin iginde tanimlanabildigi
bir calisma alani olusturur. insanin soyut diisinme ¢abasinda, mantiksal iliskiler
olustururken, parca-bitiin baglantilarini anlama ugrasinda, kiimeler kuraminin
onemli katkilari olabilir. Bugiin, kiimeler kurami, daha yetkin, daha islevsel bir
yaplya kavusturulmaya calisilirken, miihendislikten iktisada ve yapay zeka
¢alismalarina dek genis bir uygulama alani bulabilmektedir.

Kiime kavrami ile ilgili galismalar glinimiizde hala devam etmektedir.

KUME KAVRAMI

Gunluk hayatimizda ve bilimsel anlamda kullandigimiz tanimsiz kabul edilen
bazi kavramlar vardir. Nokta, dogru, diizlem ve kiime gibi kavramlar bunlardan
birkagidir. Her ne kadar bunlar tanimsiz kabul edilse de matematiksel olarak bu
kavramlari ifade etmek gerekir. Dolayisiyla kiimenin tanimi asagidaki gibi
verilebilir.

Tanim 1.1. lyi tamimlanmus, birbirinden farkli nesnelerin veya sekillerin
olusturdugu topluluga kiime denir.

Buradaki iyi tanimlanmis ifadesiyle; kimi, bazi, birkaci gibi kisisel ifadeleri
icermeyen, herkes tarafindan bilinen ve belirli olan varlik demektir. Kiimelerin
hangi elemanlardan olustugu stiipheye distirmeden agik bir sekilde belirtilmelidir.

Ornegin, “bazi cift sayilar” veya “Atatiirk Universitesindeki bazi uzun boylu
ogrenciler” gibi ifadeler bir kime olusturmaz. Clinkli bazi ¢ift sayilar derken hangi
sayilarin bu gruba dahil olup olmadigi kesin olarak belirlenemez. Diger 6rnekte de
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Bos kiimenin eleman
sayisi 0’dir (sifir).

Kiimeler

hangi 6grencilerden bahsedildigi acikca belirtilmemistir. Yani bu iki ifade de iyi
tanimh degildir.

Yukaridaki 6rnekler, “5 ile 35 arasindaki gift sayilar” veya “Atatiirk
Universitesindeki boyu 1.50 m’den uzun 6grenciler” seklinde degistirilirse bunlar
birer kiime belirtir. Clink(i 5 ile 35 arasindaki ¢ift sayilar yazilabilir ve Atatiirk
Universitesindeki boyu 1.50 m’den uzun égrenciler belirlenebilir.

Bir kiimeyi olusturan nesnelere veya sembollere kiimenin elemanlari denir.
Kiimeler genellikle A, B, C, X ... gibi biiyiik harflerle, kiimenin elemanlari ise a, b, c,
X ... gibi kiiclik harflerle gésterilir [5].

Bir elemanin verilen bir kimeye ait olup olmadigini belirlemek icin € veya &
sembolleri kullanilir. Ornegin, bir a elemani A kiimesinin elemaniise a € A
seklinde yazilir ve “a eleman A” veya “a, A kiimesinin elemanidir” seklinde
okunur. Benzer sekilde, bir b elemani A kiimesinin elemani degil ise b € A
seklinde yazilir ve “b eleman degil A” veya “b, A kiimesinin elemani degildir.”
seklinde okunur.

Bir A kiimesinin eleman sayisi gosterilirken genellikle s(A) veya n(A4)
sembollerinden biri kullanilir. Bu kitapta s(A4) semboli kullanilacaktir.

Tanim 1.2. Elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bos kiime @ veya { }
sembollerinden biri ile gosterilir.

Diger taraftan {@} kiimesi bos kiime degildir. Clinkii bu kiimenin bir tane
elemani vardir ve bu eleman da @’dir.

KUMELERIN GOSTERIMLERI

Kiimeler gosterilirken asagidaki G¢ ydontemden biri kullanilir.

e Liste yontemi
e Ortak ozellik yontemi
e Venn semasl yontemi

Simdi bu yontemler sirasiyla asagida verilecektir.

Liste Yontemi

Kimenin elemanlari, kiime parantezine alinarak ve elemanlar virgille
birbirinden ayrilarak gosterilir. Kime parantezi “{ }” seklindedir.

% eHaftanin P harfi ile baslayan glinlerinin kiimesi A olsun. Bu kiime liste
E yontemiile;

@) A = {Pazartesi, Persembe, Pazar}

seklinde gosterilir.

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi



Kiimeler

Ortak Ozellik Yontemi

Bir kiimenin tiim elemanlarinin sagladig ortak 6zellikler varsa bu 6zellikler

u,n

yardimiyla kiime gosterilebilir. Kime yazilirken “6yle ki” anlamina gelen “:” veya

"|" sembolii kullanilarak elemanlarin sagladigi 6zellikler parantez iginde yazilir.
Ornegin, k 6zelligine sahip elemanlarin kiimesine A dersek

A = {x: x, k 6zelligine sahiptir}
veya

A = {x|x, k 6zelligine sahiptir}

seklinde yazilir. Bu iki kime “x oyle ki x, k 6zelligine sahiptir” veya “k 6zelligine
sahip x elemanlarinin kiimesi” seklinde okunur.

| \ \
Aq‘) eHaftanin P harfi ile baslayan glinlerinin kiimesi 4 olsun. Bu kiime
c ortak 6zellik yontemi ile
S
@) A = {x: x, haftanin P harfi ile baslayan giinleri}
seklinde gosterilir.

Venn Semasi Yontemi

Kiimenin elemanlari kapal bir egri (daire, kare, dikdértgen vb.) icine
yanlarina nokta konularak yazilr.

]

\

¢ Haftanin P harfi ile baslayan glinlerinin kimesi, venn semasi ile
asagidaki gibi gosterilir.
A

. Pazartesi

Ornek »

. Persembe

. Pazar

KUMELER UZERINDE iSLEMLER

Bu boéliimde bir ya da daha fazla kiime Gzerinde tanimlanan bazi islemler
verilecektir.

“u_n

Tanim 1.3. Ayni elemanlardan olusan kiimelere esit kiimeler denir ve
sembolii kullanilarak gosterilir.

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi



Kime icerisindeki
elemanlarin kendi
aralarinda yer
degistirmesi, kiimeyi
degistirmez.

Kiimeler

Ornegin, A ve B kiimeleri esit ise A = B seklinde, bu kiimeler esit degilse
A # B seklinde gosterilir.

l‘*"‘ \

X | oA ={2,4,6} ve B = {6, 2,4} kimeleri ayni elemanlardan olustuklari
c | icin esit kimelerdir ve A = B dir.
| -
0

Tanim 1.4. A ve B herhangi iki kiime olsun. Eger A kiimesinin her elemani
B kiimesinin de bir elemani oluyorsa A ya B nin alt kiimesi denir ve bu A € B ile
gosterilir. “A alt kiime B” diye okunur.

Ayni zamanda bu ifade B 2 A seklinde de yazilabilir ve “B kapsar A” diye
okunur.

Eger A € Bve A # B ise Aya B nin 6z (has) alt kiimesi denirve A ¢ B
seklinde gosterilir. Diger bir deyisle, bir kiimenin alt kimelerinde kiimenin kendisi
de bulunur. Kiimenin kendisi harig alt kimeleri, bu kiimenin 6z alt kiimelerini
olusturur.

Bu kitapta, karisikligi dnlemek icin hem alt kiime hem de 6z alt kiime
gosterimlerinde “c” simgesi kullanilacaktir. Yani,

A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi ise A € B, alt kiimesi degilse A ¢ B
semboli kullanilacaktir.

Yukaridaki tanim sematik olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

B

Sekil 1.1. A © B nin sematik olarak gosterilisi

Alt kime ile ilgili asagidaki 6zellikler verilebilir. A, B ve C bos olmayan
kiimeler olsun. Bu durumda;

e HerAkimesiiginAc Ave@ C A,
e AcBveBcAised =B,
e AcBveBcC(Cised c (C’dir.

| 78\

A =1{1,2,3,4}ve B ={1,2,3,4,5, 6} kimeleri icin A kimesinin her
elemani ayni zamanda B kiimesinin de elemani oldugundan A c
B'dir.

x
]
c
—

@)
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Kiimeler

-~ ,|
E

*A = {a, b} kimesinin tum alt kimeleri; @, {a}, {b} ve {a, b} dir. @,
{a} ve {b} ise A kimesinin 6z alt kiimeleridir.

Ornek

Yukaridaki 6rnekten asagidaki sonug cikarilabilir.

Eleman sayisi n olan bir kiimenin alt kiimelerinin sayisi 2™ ve 6z alt
kiimelerinin sayisi ise 2™ — 1’dir.

—~

*A ={1,2,a,b,9} kimesinin eleman sayisi 5 oldugundan bu
kiimenin alt kiimelerinin sayisi
25 = 32'dir.

(z alt kiimelerinin sayisi 63 olan bir kiimenin eleman sayisini
bulunuz.

Ornek

Céziim: Eleman sayisi n olan bir kiimenin 6z alt kiimelerinin sayisi 2™ — 1
s oldugundan
“=" semboli “ise” g
anlamina gelir. M _1=6322"=64=>n=6
olur.

Tanim 1.5. Uzerinde calistigimiz en genis kiimeye evrensel kiime denir ve E
ile gosterilir.

Bu bélimde aksi séylenmedikge tiim kiimeler E evrensel kiimenin alt kiimesi
olarak kabul edilecektir.

Tanim 1.6. A ve B iki kime olmak Uzere;

e A ve B kiimelerinden en az birine ait olan elemanlarin olusturdugu
kiimeye A ile B kiimelerinin birlesimi denir. Bu kiime A U B ile gosterilir
ve “A birlesim B” diye okunur. Ayrica bu kiime ortak 6zellik yontemi ile

AUB ={x:x € Aveyax € B}

seklinde yazilir.

e A ve B kiimelerinin ortak elemanlarindan olusan kiimeye A ve B

kimelerinin kesisimi (arakesiti) denir. Bu kiime A N B ile gosterilir ve “A

Ayrik kiimeler, ortak kesisim B” veya “A arakesit B” diye okunur. Buna gore;
hicbir elemani olmayan ANB ={x:x € Avex € BYdir.
kiimelerdir.

Eger AN B = @ ise A ve B kiimelerine ayrik kiimeler denir.

e A kiimesinin elemani oldugu halde B kiimesinin elemani olmayan
elemanlarin olusturdugu kiimeye A ve B kiimelerinin farki denir. Bu kiime

- 10
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Kiimeler

A\ B veya A — B seklinde gosterilir ve “A fark B” diye okunur. Bu fark
kiimesi ortak 6zellik yontemi ile
A\ B ={x:x € Avex & B}

seklinde yazilir.
e FE, evrensel kiime olmak lzere, A kiimesinde olmayan fakat E ‘de olan

elemanlarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin tiimleyeni denir ve
At veya E \ A seklinde gosterilir. Buna gore;

At ={x:x & Avex € E}dir.
![ A\

*A ve B kiimeleri

-ﬁ A=1{1,2,3,4},B=1{1,2,3,4,56,7,8}

c seklinde veriliyor. Buna gore sirastylaAU B, AN B,A\ Bve B\ A
| -

@)

kiimelerini bulunuz.

Herhangi bir A kiimesi icin (A%)t = A ‘dir [3].

Coziim: A U B kiimesi, A veya B kiimelerinin elemanlarinin timinden
olusan kiime oldugundan;

Ayn| elemanlar’ AUB = {1, 2, 3, 4‘, 5, 6, 7, 8} olur.
kiimede sadece bir

A N B kiimesi, A ve B kiimelerinin ortak elemanlarinin olusturdugu kiime
kez yazilmalidir.

oldugundan;
ANnB ={1,2,3,4} dir.

A\ B kiimesi, A kiimesine ait olan ve B kiimesine ait olmayan
elemanlardan olusan kiime oldugundan;

A\ B = @'dir.

Benzer sekilde B \ A kiimesi, B kimesine ait olan ve A kiimesine ait
olmayan elemanlarin olusturdugu kiime oldugundan;

B\ A =1{5,6,7,8}olur.

= 4
3

A ve B kimeleri;
A={1,2,a,b},B=1{3,x,4,y}
seklinde veriliyor. AN B = @ oldugundan A ve B kiimeleri ayrik
kiimelerdir.

Ornek

Asagidaki sekilde verilen A ve B kiimeleriigin sirasiylaAUB, AN B, A\ B,
At kiimeleri gosterilmistir.

- 11
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Kiimeler

AUB ANB
A B E
Sekil 1.2’de verilen At
kiimesi ayni zamanda
E \ A kimesine esittir.
A \ B At

Sekil1.2. AU B, AN B, A\ B, A' kiimelerinin venn semasi ile gosterilisi

Ic" \

oE =1{1,2,3,4,a,b,c} ve A = {2,4,c} olmak izere A kiimesini
bulunuz.

Ornek

Céziim: A* kiimesi, A kiimesinde olmayan elemanlarin olusturdugu kiime
oldugundan;

At ={1,3,a, b} olur.

Tanim 1.7. A ve B kiimeleri verilsin. Bu kiimelerden birine ait olup digerine
ait olmayan elemanlarin kiimesine A ve B kiimelerinin simetrik farki denir ve AAB
ile gosterilir. Bu kiime;

AAB = (A\ B) U (B\ A) veya AAB = (AU B) \ (4 N B) olarak ifade edilir.

- 12
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Kiimeler

A\B B\ A

Sekil 1.3. AAB kiimesinin sematik olarak gosteriligi

-

$ | *A ve B kimeleri;
E A={1,a,b’c’3’5,7},B={1,2,3,a,5,b,6}
‘O | seklinde veriliyor. Buna gére AAB kiimesini bulunuz.

¢ozim: AAB = (A\ B) U (B \ A) oldugundan

AAB = {c, 7} U {2, 6}

s(AAB) =s(A\ B) + ={c,2,6,7}olur.
s(B\ A)'drr.

e E={1,¢e73,b,7,9, k},A=1{1,3,k}ve B={b,9} kimeleri
veriliyor. Buna gére AU B,AN B,A\ B,B \ A ve At kiimelerini
bulunuz.

e Bir kiimenin alt kiimeleri ile 6z alt kimelerinin toplam sayisi 127
olduguna gore bu kiimenin eleman sayisini bulunuz.

e [(AY)! N A] U A isleminin sonucu nedir?

Bireysel Etkinlik

Simdi yukarida kiimeler izerinde tanimlanan birlesim, kesisim ve tiimleyen
islemleri ile ilgili bazi 6zellikler verilecektir.

Evrensel Kiime ile ilgili Ozellikler

E bir evrensel kiime ve A, B c E olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
yazilabilir [1]:

1)AUE=E 2)AnE=A 3)QUE=E
4PNE=0 5 E=AUA

Bu 6zelliklerin dogrulugu ayrica Sekil 1.2°den de kolayca gorilebilir.

- 13
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Kiimeler

| .\\

~| °E=1{1,2,3,4,7,9,10,15} ve A = {1, 4,9, 15} kiimeleri veriliyor.
Q' Buna gore A" kiimesinin eleman sayisi kagtir?
S

O

Coziim: E evrensel kiimesinin eleman sayisi 8 ve A kiimesinin eleman sayisi 4 tir.
Yani s(E) = 8 ve s(4) = 4 yazilir. Yukaridaki 5. 6zellikten dolayi;

s(E) = s(4) + s(4Y)
8=4+s(4YH

oldugundan s(A%) = 4’tiir (veya verilen soruda A® = {2, 3,7,10} dur. Dolayisiyla
s(AY) = 4 olur).

Birlesim islemi ile ilgili Ozellikler
A, B ve C kiimeleri icin asagidaki 6zellikler vardir:

AUA=A

AUB=BUA

Aup=A

Ac (AuB), Bc (AUB)

(AUB)UC=AU(BUO)

s(AUB) =s(A) +s(B) —s(ANB)

S(AUBUC)=s(A)+s(B)+s(C)—s(AnB)—s(ANC)
1. —s(BNC)+s(AnBnC)dir.

I NouvswN R

\

| AN

eA=1{1,2,3,4,5}ve B =
AUB ={1,2,3,4,5}uU
dir.

{3,4,5, 6,7} kimeleri veriliyor. Buna gére
{3,4,5,6,7} ={1,2,3,4,5,6,7} =BUA

Ornek

|

| °*Birsiniftaki her 6grencinin Matematik ve Tiirkge derslerinin en az

8 birinden gectigi biliniyor. Bu sinifta Matematik dersinden gecen 15
| 06grenci, Turkce dersinden gegen 20 6grenci ve her iki dersten gegen 5
‘O ogrenci olduguna gore bu siniftaki 6grenci sayisini bulunuz.

Co6ziim: Bu soruyu asagidaki semayi kullanarak ¢ozelim. Matematik dersinden
gecen 6grencilerin kiimesi M ve Tirkge dersinden gegen 6grencilerin kiimesi T
olsun. Buna gore;

s(M) =15,s(T) =20 ve s(M NnT) =5 olur.

- 14
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Kiimeler

Yukaridaki 6. 6zellik kullanilirsa
S(MUT)=sM)+s(T)—s(MNT)
=15+20-5

= 30 bulunur.

| /A

*Bir sinifta bulunan 6grencilerle ilgili asagidaki bilgiler verilmistir. 12
dgrenci ingilizce, 16 6grenci Fransizca, 8 6grenci Almanca, 2 dgrenci
ingilizce ve Fransizca, 3 6grenci ingilizce ve Almanca, 1 égrenci
Fransizca ve Almanca, 2 dgrenci ise hem ingilizce hem Fransizca ve
hem de Almanca dillerini konusmaktadir. Bu (g dili de konusamayan
ogrenci sayisi 5 olduguna gore bu siniftaki 6grenci sayisini bulunuz.

Ornek

Coziim: ingilizce, Fransizca ve Almanca konusan dgrencilerin olusturduklari
kiimeler sirasiyla I, F ve A harfleriyle gosterilsin. Buna gore;

s(i) =12,s(F) = 16 ve s(4) = 8olur.
ingilizce ve Fransizca bilenlerin kiimesi I N F oldugundans(In F) = 2,
ingilizce ve Almanca bilenlerin kiimesi I N 4 oldugundan s(I N 4) = 3,
Fransizca ve Almanca bilenlerin kiimesi F N A oldugundan s(F N 4) =1,

ingilizce, Fransizca ve Almanca bilenlerin kiimesi I N F N A oldugundan
s(inFnA) =2olur.

Yukandaki 5. 6zellik kullanilirsa
sUFUA) =s()+s(F)+s(A) —s(inF)—s(inA)
—s(FNA)+s(inFnA
=12+16+8—-2—-3—-1+2

= 32 bulunur.

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi
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Kiimeler

Bulunan bu deger ingilizce, Fransizca ve Almanca dillerinden en az birini
konusan 6grencilerin sayisidir. Soruda bu Ug dili de konusamayan 6grenci sayisi 5
olarak verilmistir. Oyleyse siniftaki toplam dgrenci sayisi

32 + 5 = 377dir.
Kesisim islemi ile ilgili Ozellikler

A, B ve C kiimeleri icin asagidaki 6zellikler vardir:

ANA=A
ANB=BNA
ANG=0

(AnB)c A, (AnB)cB

(ANB)NC=An(BnNC)

Eger A ve B kiimeleri ayrik (yani A N B = Q) ise
s(AU B) = s(A) + s(B)"dir.

ok wnNeE

Kimeler tzerinde tanimlanan birlesim ve kesisim islemlerinin birbiri
Gzerlerine dagilma 6zellikleri vardir. A, B ve C kiimeleri verilsin. Buna gore;

1. AUBNC)=(AUB)N(AUC)
2. BNC)UA=(BUAN(CUA
3. An(BUC)=((ANB)U(ANO0)
4. (BUC)NA = (BnNA)U(Cn A)ozellikleri vardir [4].

Teorem 1.1. (De Morgan Kural)

A ve B iki kime olmak Uzere;
a)(AUuB) =A'nBt b)(AnB)t = At U Bt “dir [2].

*E ={1,2,3,4,a,b,c,d}, A=1{a,d}ve At n Bt = {2,3,c} kiimeleri
veriliyor. Buna gore A U B kiimesini bulunuz.

Ornek v

C6ziim: De Morgan kuralina gére (A U B)t = A n Bt oldugundan;
(AuB)t ={2,3,c} dir.
Buradan AU B ={1,4,a,b,d} olur.

Bu béliimde son olarak fonksiyonlarin taniminda ve grafik cizimlerinde de
kullanilacak olan asagidaki tanim verilecektir.

Tanim 1.8. A ve B bos olmayan herhangi iki kime olsun.a € Aveb € B
olmak lizere (a, b) ikililerinin olusturdugu kiimeye A ve B kiimelerinin kartezyen
carpimi denir ve A X B ile gosterilir. Buna gore;

AXB={(ab):a €A be BYdir.

- 16
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“&"” semboll “ancak ve
ancak” anlamina gelir.

Kiimeler

Yukaridaki tanimdan da goriilecegi gibi A X B kiimesi, birinci elemani A
kiimesinden ve ikinci elemani B kiimesinden alinarak elde edilen sirali ikililerden
olusan kiimedir.

(a, b) ve (c, d) ikililerinin birbirine esit olmasi icin ayni siradaki elemanlarin
birbirine esit olmasi gerekir. Yania = c¢ ve b = d olmalidir. Aksi takdirde (a, b) #
(¢, d) olur.

Not: Eger a # b ise (a, b) # (b, a) ‘dir.

°A ={1,2,3} ve B = {a, b} kimeleri veriliyor. Buna gére A X B kiimesi
e AXB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}dir.

*Benzer sekilde B X A kiimesi

e BxA=1{(a1),(a2),(a?3),(b1),(,2),(b,3)}olur.

Bu 6rnekten de gorildiigi gibi A X B ve B X A kiimelerinin birbirine esit
olmasi gerekmez.

Not: EgerA =B © AX B = B X A olur.

_T(a,2) = (3,b) esitligi veriliyor. Buna gére 3a + 5b degerini
bulunuz.

Ornek

Coziim: iki siral ikilinin birbirine esit olmasi icin ayni sirada bulunan ifadelerin
birbirine esit olmasi gerektiginden Ustte bahsedildi. Yani,

(a,2) = (3,b)isea = 3ve b = 2'dir.
Oyleyse
3a+5b=33+52=19olur.

A X B kumesi (a, b) seklindeki sirali ikililerden olustugu gibi, A X B X C
kiimesi de (a, b, ¢) seklindeki siral ticlilerden olusur. Béylece dort veya daha fazla
kiimenin kartezyen carpimi icin bu ifade benzer sekilde genellestirilebilir.

*A ={5,7},B = {a, b} ve C = {x,y} kimeleri veriliyor. Buna gore
(A X B) X C carpim kiimesini bulunuz.

Ornek

Co6ziim: Bunun igin 6ncelikle A X B kiimesini bulalim. Buradan
Ax B ={(5,a),(5,b),(7,a),(7,b) }Yolur.
Dolayisiyla (A X B) X C kiimesi
(AxB)xC={(5,a,x),(5,b,x),(7,a,x),(7,b,x),

- 17
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Kiimeler

(5; a, }’); (Sr b) }’)’ (7r a, 3’): (7! br )’)}'dlr

Not: Bos olmayan bir A kiimesinin kendisi ile kartezyen carpimi A X A seklinde
gosterilir. A X A nin yerine bazen A% sembolii kullanilir. Benzer sekilde A x A x

A = A3 yazilir. Buna gore reel sayilar kiimesindeki kartezyen carpim R? = R X R,

R3 = R x R x R seklinde ifade edilir.

[

= oA ={1,2,3} kimesiicin A X A kiimesi A X A =
c {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} olur.
O

Kartezyen Carpimin Ozellikleri

A, B ve C kiimeleri igin kartezyen carpimla ilgili asagidaki 6zellikler vardir:

AXD=0veyadXA=0
(AXB)XC=Ax(BxC(C)
AX(BUC)=(AXB)UAXxC(C)
AX(BNC)=(AXB)N(AXC()

s(Ax B) =s(4).s(B) =s(B).s(4) =s(BxA)
S(AX B x C) =5s(A).s(B).s(C) dir.

:I.m.m.bs».we

es(A) =n,s(B) = 2nves(4 X B xC) = 30 ise C kimesinin
eleman sayisini bulunuz.

Ornek

Céziim: s(A X B X C) = s(A).s(B).s(C) oldugundan
30 = n.2n.s(C) = 15 = n?.s(C) yazlr.

Bu esitligin saglanmasi icin n = 1 olmahdir. Bu durumda C kiimesinin
eleman sayisi 15tir.

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi
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Kiimeler

-

|

Ozet

A\

eKiime, iyi tanimlanmis, birbirinden farkli nesneler veya sekiller
toplulugudur. Kiimeler genellikle 4, B, C, X ... gibi blylk harflerle, kimenin
elemanlariise a, b, ¢, x ... gibi kiiglik harflerle gosterilir. Bir A kiimesinin
eleman sayisi s(A) ile gosterilir. Bir nesnenin, bir kimeye ait olup
olmadigini belirtmek i¢in € veya & sembolleri kullanilir. Bir a elemani A
kiimesine aitse a € A seklinde gosterilir ve "a elemanidir A nin" diye
okunur. Eger a elemani A kiimesine ait degilse "a elemani degildir A nin"
diye okunur. Kiimeler; listeleme yéntemi, ortak 6zellik yontemi ve Venn
semas! yontemlerinden herhangi birisiyle gosterilebilir.

*A ve B gibi iki kiime verildiginde eger A kiimesinin her elemani B
kiimesinin de bir elemani oluyorsa A' ya B nin alt kiimesi denir ve bu A c
B ile gosterilir. Eleman sayisi n olan bir kimenin alt kimelerinin sayisi 2™
dir. Her kiime kendisinin bir alt kimesidir. Bir kiimenin kendisi harig alt
kiimelerine, o kiimenin 6z (has) alt kimeleri denir. Eleman sayisi n olan bir
kiimenin 6z alt kiimelerinin sayisi 2" — 1 dir.

*A ve B kiimelerinin simetrik farki AAB ile gosterilir ve A \ B kiimesi ile B \
A kiimesinin birlesiminden olusur. AAB kiimesinin eleman sayisi, A kiimesi
ile B kimesinin eleman sayilarinin toplamindan A N B kiimesinin eleman
sayisi ¢ikarilarak bulunur.

e Uzerinde calistigimiz en genis kiimeye evrensel kiime denir ve E harfi ile
gosterilir. iki kiimenin birlesimi, kesisimi, farki icin sirasiyla “U, N, \ "
sembolleri kullanilir. Bir A kimesine ait olmayan fakat evrensel kiimeye ait
olan elemanlarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin tiimleyeni denir ve A®
ile gosterilir. Ayni zamanda A® = E \ A dir. Ayrica E¢ = @ ve @¢ = E dir.
Bir kiimenin tiimleyeninin tiimleyeni yine kendisine esittir. iki kiimenin
birlesimlerinin ve arakesitlerinin timleyenleri i¢cin De Morgan kurali
kullanihr.

*Bos olmayan A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi A X B ile gosterilir ve
(a, b) seklindeki siral ikililerden olusur. A bos olmayan herhangi bir kime
olmak tizere A3, A%,..., A™ nin elemanlarina sirasiyla siral tiglii, sirali dortlii
ve sirali n-li denir. Genellikle A X B #+ B X A dir. Yani iki kimenin
kartezyen garpiminin degisme 6zelligi yoktur. A X B nin B X A ya esit
olmasi icin A = B olmasi gerekir. Herhangi bir kartezyen ¢arpim kiimesinin
eleman sayisi, kartezyen ¢arpima katilan bitin kiimelerin eleman
sayllarinin garpimina egsittir.

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi
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Kiimeler

DEGERLENDIRME SORULARI

Sekildeki gibi A, B ve C kiimeleri veriliyor. Asagidakilerden hangisi
yukaridaki tarali bolgeyi gosterir?

a) AnB)ucC

b) (A\B)UC

c) (AuB)\C

d) AUBUC

e) AnBnC

A={1,2},AuB ={1,2,3,4,5} ve A\ B = {1} ise B kiimesi
asagidakilerden hangisidir?

a) {1,2}

b) {1,2,3}

o {2}

d) {2,3,4}

e) {2,3,4,5}

A kiimesinin alt kiimelerinin sayisi 64 olduguna gére bu kiimenin eleman
sayisi kactir?

a) 4

b) 5

c) 6

d) 7

e) 8

E ={ab,ck, 7,9},A=1{b,k,9}veB ={a,c,k, 9} olduguna gére A N B
kiimesi asagidakilerden hangisidir?

a) {a,c}

b) {a,c 7}

c) {c 7,9}

d) {a,c, k, 9}

e) {ck, 9}

20
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Kiimeler

5. Ave B iki kime olsun. s(A) = 2.5(B),s(AnNB) =4ves(A\ B) =10
ise A U B kiimesinin eleman sayisi kagtir?
a) 10
b) 11
c) 13
d) 17
e) 20

6. Matematik, Tiirkge ve ingilizce derslerini alan 6grencilerden olusan bir
sinifta, lic dersi de alan 5, matematik ve Tlirkce dersini alan 8, matematik
ve ingilizce dersini alan 7, Tiirkce ve ingilizce dersini alan 9 6grenci vardir.
Matematik dersini alan 21, Tiirkce dersini alan 32 ve ingilizce dersini alan
36 6grenci olduguna gore bu sinifta kag 6grenci vardir?

a) 33
b) 55
c) 65
d) 70
e) 80

7. A, B ve C bos olmayan birer kiime olmak (izere asagidakilerden hangisi

yanlistir?
a) Ang=90
b) Ac(AUB)

c) (AuB)UC=AU(BUC)
d ANnBcAUB
e) An(BUC)=(AUB)n(AuC

8. A={a,b,c}veB ={1,2,3,4} kiimeleri veriliyor. Buna gére A X B
kiimesinin eleman sayisi kagtir?
a) 7
b) 8
c) 10
d) 12
e) 15

9. Asagidakilerden hangisi 8. Soruda verilen A X B kiimesinin
elemanlarindan biri degildir?

a) (a,1)
b) (¢, 3)
c) (b2)
d) (b,4)
e) (2,a)

- 21
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Kiimeler

10. A, B ve C birer kiime olmak lzere;
. A=BiseAX B =B xAdr.
Il. s(AX B) =s(BxA)dr.
N.LAUB =Aise AN B = @'dir.
ifadelerinden hangileri her zaman dogrudur?
a) Yalnizl
b) Yalnizll
c) Yalmzll
d) lvell
e) llvelll

Cevap Anahtari

l.e,2.e,3.c,4.9,5.d,6.d,7.e,8.d,9.e,10.d

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi
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* Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

e Sayi kiimelerini tanimlayabilecek,

e Sayilar arasinda siralama
yapabilecek,

e Araliklari geometrik olarak
gosterebilecek,

e Herhangi bir sayinin mutlak
degerinin neye esit oldugunu
soyleyebilecek ve mutlak degerle
ilgili islemleri yapabilecek,

e Uslii ve kéklii sayilarla islem
yapabileceksiniz.
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Sifir, sayma sayilar
kiimesinin elemani
degildir.

Sayilar

GIRiS

Sayilarin kékenleri blyik bir gizeme sahiptir. Ancak, zamanla
medeniyetlerin ilerlemis olmasi ve buna paralel olarak toplumlarin onsuz
gelisemeyecegini séylemek de son derece énemlidir. ilkel topluluklarda yasayan
insanlar ellerinde bulunan nesnelerin azalip azalmadigini anlamak icin ve
avladiklari hayvanlarin sayisini belirtmek icin yasadiklari magara duvarlarina veya
bir aga¢ dalina kesici bir aletle bir gizik veya ¢entik atarlardi. Tabii ki o zamanda bu
insanlar bir sayi sistemi kavramina sahip olmadiklarindan, bazen bu isi her bir
nesneyi bir ¢akil tasiyla eslestirerek yaparlardi. Béylece istedikleri zaman bu
cizikleri, centik veya cakil taslari ile karsilastirarak, ellerindeki nesnelerde azalma
ve artmanin olup olmadigini kontrol ederlerdi. O dénemde kullanilan gizik, centik
veya cakil taslari bugiin kullandigimiz sayi sisteminin ilkel bir bicimi olarak
gorilebilir. Bu gelismeler aritmetigin 6tesine gegme egilimi géstermis ve bununla
birlikte yazma fikri de ortaya ¢ikmistir. Misirlilar farkli sayilar icin farkli semboller
icat eden ilk uygarlkti. Sadece bir ¢izgi olan bir semboli vardi. On semboli bir ipti.
Yiiziin semboli bir halat bobini idi. Ayrica bin ve on bin icin de sayilari vardi.
Misirhilar bir milyonu hayal eden ilk topluluk oldular. Misir’da egitim géren ve daha
sonra Yunanistan’a donen Pisagor tek ve ¢ift sayilari dislinen ilk matematikgidir.
Pisagor, tek sayilari erkeklerle ve cift sayilari kadinlarla eslestirmistir.

Bugtinki sayilar Hindu-Arap sayilari olarak adlandirilir ve 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ve
0 rakamlarinin bir kombinasyonudur. Bu rakamlar XII. yiizyilda italyan matematikgi
Leonardo Pisano tarafindan ifade edilmistir. L. Pisano, Kuzey Afrika'da egitim
gdrmis ve burada daha sonra popiiler Hindu-Arap rakamlarini italya'ya tasimistir.
Hindu-Arap rakam sistemini benimsemeden 6nce insanlar, aslinda Etriisk
D6nemi’nin mirasi olan Roma figtrlerini kullandilar. Bu figlirler ise Roma rakami
sistemine dayanmaktadir.

Daha sonra ihtiyaglar dogrultusunda sayi kavrami gelismis ve farkl sayi
kiimeleri tanimlanmistir.

SAYI KUMELERI

Bu boéliimde, daha sonraki tinitelerde de kullanilacak olan sayi kiimelerinin
tanimlari verilecek ve bunlarin gésterimlerinden bahsedilecektir. Bu sayi kiimeleri
sirasiyla dogal sayilar, tam sayilar (pozitif tam sayilar ve negatif tam sayilar),
rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar ve reel sayilardir.

Tanim 2.1. Bir ¢oklugu belirtmek veya bir seyleri saymak icin kullanilan ve
rakam adi verilen 0, 1, 2, ..., 8,9 sembolleri ile yazilabilen sayilarin timiine dogal
sayllar kiimesi denir. Dogal sayilar kiimesi;

N={0,123,..,n,n+1,..}
seklinde gosterilir.

Ornegin, 5, 100, 1000, 5000 sayilarinin her biri birer dogal sayi iken
%, —5,+/2 sayilari birer dogal sayi degildir.

Dogal sayilar kiimesinden 0 (sifir) sayisinin gikarilmasiyla elde edilen
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Sifir bir tam say
olmasina ragmen ne
pozitif tam sayilar
kiimesine ne de negatif
tam sayilar kiimesine
dahildir.

Sayilar

{1,2,3,..,n,n+1,..}
kiimesine, sayma sayilari kiimesi denir.

Tanim 2.2. N kiimesindeki her bir elemanin ters isaretlilerinin (negatif (=) )
ve sifirin eklenmesiyle olusan sayi kiimesine tam sayilar kiimesi denir. Tam sayilar
kiimesi;

Z={..,-n,..,—2,-1,0,1,2,..,n,..}
seklinde gosterilir.
Ornegin, 0, 5,—7 sayilari birer tam sayi iken %, \5 sayilari birer tam sayi
degildir.
Pozitif ve negatif sayilari birbirinden ayirmak icin 6niine “+” veya “—“

isareti konulur. Fakat pozitif sayilar genellikle “+” isareti kullanilmadan da
gosterilir.

Tam sayilar kiimesinin gosteriminden de fark edilebilecegi gibi tam sayilar
kiimesi, pozitif tam sayilar ve negatif tam sayilar kiimesi diye iki kisma ayrilir.
Pozitif tam sayilar kiimesi;

Zt ={1,2,..,n,..}
ve negatif tam sayilar kimesi de;
z-={.,—n..,—2,—1}
seklinde gosterilir. Ayrica tam sayilar kiimesi, bu kiimelerin birlesimi olarak;
Z=7Z u{0}uZ*

seklinde de gosterilebilir [1].

eiki basamakli en biiyiik pozitif tam sayi ile iki basamakli en kiiciik
pozitif tam sayinin toplami kagtir?

Coziim: iki basamakl en biiyiik pozitif tam sayi 99 ve iki basamakli en kiigiik
pozitif tam sayi 10 oldugundan bu iki sayinin toplami 99 + 10 = 109’dur.

Not: b # 0 olmak Uzere% veya a/b seklindeki iki tam sayinin oranina kesir
denir. a ‘ya kesrin payi, b ‘ye de kesrin paydasi denir.
Tanim 2.3. Paydadaki tam sayi sifirdan farkh olmak sartiyla herhangi iki tam

sayinin birbirine orani olarak tanimlanan sayilarin kiimesine rasyonel sayilar
kiimesi denir ve

Q={x:x =%,a,b €EZveb + 0}
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Atatirk Universitesi Acikogretim Fakiltesi



Sayilar

seklinde gosterilir.

Buna gore g, — %, 10, —5, 0 sayilarinin her biri birer rasyonel sayidir fakat
V2, 5 gibi sayilar birer rasyonel sayi degildir.

Bu tanimdan da goriilecegi gibi sifirin, sifir hari¢ herhangi bir sayiya bolimi

sifirdir. Yani, % =0 = 0 ‘dir. Fakat sifirin sifira bolim belirsizdir. Yani % ‘In

o
’-10
belirli bir degeri yoktur.

Rasyonel sayilar kiimesinin tanimina gére her tam sayi paydasi 1 olan bir

rasyonel sayidir. Yani, % ifadesinde b = 1 olarak alinirsa bir tam sayi elde edilir.
Dolayisiyla her tam sayi % seklinde ifade edilebilecegi icin bir rasyonel sayidir. Ayni
zamanda her dogal sayi da bir tam sayi olduguna goére yukarida tanimlanan
kiimeler arasinda;

NcZcQ

seklinde bir kapsam bagintisi vardir.

Bir rasyonel sayinin payinin paydasina béliinmesiyle elde edilen sayiya,
verilen rasyonel sayinin ondalik yazilimi denir. Her rasyonel sayinin sonlu veya
sonsuz bir ondalik yazilimi vardir. Ornegin,

1—03333 1—051—016666 d
3 - ) ;2 - ) ,6 - ) Ir.

Tanim 2.4. Bir rasyonel sayinin ondalikli gésteriminde sayinin virgilden
sonraki herhangi bir kismi strekli tekrar ediyorsa bu tiir sayilara devirli ondalik sayi
denir. Boyle sayilar tekrar eden (veya devreden) sayinin Ustline bir ¢izgi cizilerek;

1 - _
==03333..=0,3,-=0.16666 ... = 0,16

3

seklinde gosterilebilir.

N -

Simdi devirli ondalikli olarak verilmis bir sayinin nasil % bigiminde

yazilabilecegini gérelim.

eOndalik agilimi 0,12 olan saylyl Z— biciminde yaziniz.

Coziim: Aslinda pratik olarak yapilacak olan islem sudur: Verilen devirli ondalikh
sayinin virgllden sonra devreden basamak sayisi kadar 10 sayisinin kuvvetleri ile
carpilir (burada devreden basamak sayisi iki oldugundan bu sayi 100 ile
carpilacaktir) ve bulunan sayidan ilk sayi ¢ikarilir. Yani;

x=0,12
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olsun. Buradan

bulunur.

Bu soruyu ¢ozerken kullanilan ydontemin kisa formu;

a sayinin tamami — devretmeyen kisim
b~ devreden kadar 9 devretmeyen kadar 0

virgiilden sonra
seklindedir. Ayni soru bu yontem yardimiyla ¢ozilirse

a 12-0 12 4
b 99 99 33

olur.

Ornegin, ondalik acilimi 1,312 olan bir sayi icin sayinin tamami 1312,
devretmeyen kisim 13 olarak alinir ve yukarida verilen formal kullanilarak bu sayi

%§eklinde yazilir.

Not: Her ondalikli sayi bir rasyonel sayi olmayabilir. Ornegin,
e = 2,718281828459 ...ver = 3,141592653589 ...

sayilarinin bir rasyonel sayi olmadigi yukaridaki tanimlardan da goérlir.

N

-% sayisina karsilik gelen ondalik sayiyi ve 15, 16 sayisina karsilik gelen
rasyonel saylyl bulunuz.

Bireysel Etkinlik

Tanim 2.5. a ve b birer tamsayi ve b # 0 olmak lzere % seklinde

yazilamayan sayilara irrasyonel sayi denir.

irrasyonel sayilar kiimesinin gdsterimi icin standart bir sembol yoktur. Fakat
Q% R — Q veya R\ Q sembollerinden birisi ile gdsterilebilir.

Buna gore m, V2,3/5,37 vb. sayilar birer irrasyonel sayidir.

Tanim 2.6. Rasyonel sayilar ile irrasyonel sayilar kiimesinin birlesimi olan
kiimeye reel (gergel) sayilar kiimesi denir ve R ile gosterilir.
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Baslangi¢ noktasina
ayni zamanda “orjin’
de denilir.

’

Sayilar

Bu kitapta, lizerinde ¢calisacagimiz en genis sayi kiimesi reel sayilar
kiimesidir. Buraya kadar verilen sayi kimeleri arasindaki baginti tekrar gézden
gecirilecek olunursa

NcZcQcR

olur. Bu baginti, asagidaki sekil yardimiyla da ifade edilebilir.

RO @ e )

\_ %

Sekil 2.1. Say1 kimeleri arasindaki bagintinin sematik olarak gosterilisi

REEL SAYILARDA SIRALAMA OZELLIKLERI

Matematik, genellikle soyut bir bilim dali oldugu igcin matematikteki
kavramlarin geometrik olarak ifade edilmesi, konunun anlasilmasi agisindan blyk
bir 6neme sahiptir. Dolayisiyla reel sayilar geometrik olarak ifade edilirken bir
dogru cizilir ve tim reel sayilar bunun Gzerinde gosterilir. Bunun igin bir baslangig
noktasi alinir ve bu 0 (sifir) ile gosterilir. Bu noktanin sag tarafi pozitif reel sayilari
ve sol tarafi da negatif reel sayilari temsil etmek tzere tim reel sayilar

<& ] ] | | | | | | | | | | | »
)l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L

-6 -5 -4-3-2-10 1 2 3 4 5 6

Sekil 2.2. Sayi dogrusu

seklinde gosterilir. Buna sayr dogrusu veya reel eksen de denir. Sekil 2.2’ den de
gorilebilecegi gibi baslangic noktasi sayi dogrusunu iki es parcaya boler.

1 5 y N .. .
/2,1, — > —4ve — > sayilarini sayl dogrusu lizerinde gdosterelim.
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“=" semboll “yaklagik
olarak” anlamina gelir.
7t nin yaklagik olarak
degeri 3,14'tlr (r =
3,14).

Sayilar

Coziim: V2 = 1,412, m = 3,14, —~ = =05 ve —= = —2,5 oldugundan bu

sayilari sayi dogrusu lzerinde

seklinde gosterilir.

Not: Sayi dogrusu lzerindeki her noktaya bir reel sayi ve her reel sayiya ise sayi
dogrusu Gzerinde bir nokta karsilik gelir.

Tanim 2.7. Sayi dogrusu lzerinde a # 0 reel sayisi verilsin. Bu durumda a sayisi ya
sifirin saginda ya da solunda bulunur. Eger a sifirin saginda yer aliyorsa a‘ya pozitif
sayl, sifirin solunda yer aliyorsa a’ya negatif sayi denir. Eger a sayisi pozitif ise a >
0 yazilir ve “a biyuktdr sifir” diye okunur, eger a sayisi negatif ise a < 0 yazilir ve

“a kacgaktir sifir” diye okunur.

Bu tanimdan hareketle herhangi iki reel sayi arasindaki karsilastirmanin
tanimi asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.8. Sayi dogrusu lizerinde a ve b reel sayilari verilsin. Eger a sayisi b
sayisinin solunda yer aliyorsa a sayisi b sayisindan kiguktir denir. a < b yazilir ve
“a kiglktlir b” diye okunur. Eger a sayisi b sayisinin saginda yer aliyorsa bu
durumda a sayisi b sayisindan bliytktir denir. a > b yazilir ve “a bayuktir b” diye
okunur.

2<3,4<7,—-1>—-5ve—4> —6"'dr.

Tanim 2.9. a ve b reel sayilari verilsin. Eger a = b veyaa < b ise a < b yazilir ve
“a kuglk esit b” seklinde okunur. Benzer sekilde eera = bveyaa > bisea = b
yazilir ve “a blyik esit b” seklinde okunur.

eAsagida verilen reel sayilari siralayiniz?
7

4
v 5 e
E a) T[I \/Er El 3 b) 2' 3' 2’ 2
@
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Cziim:

a) i nin yaklasik degeri 3,14 ve V2 nin yaklasik degeri 1,41 oldugundan

5
\/§<5<3<n
olur.

b) —2= —2,5ve — 7= —3,5 oldugundan;
2 2

7< 3< 5<2
2 2

dir.

Yukarida tanimlanana < b,a > b,a < b ve a = b gibi ifadelere esitsizlik
denir. Esitsizlikler konusu 5. Unite’de ayrintili olarak ele alinacaktir.

Not: a ve b herhangi iki reel sayi olmak Uzere;
a=bveyaa<b veyaa>b
ifadelerinden yalniz biri dogrudur.

Reel sayilar tizerinde tanimlanan siralama ile ilgili bazi 6zellikler asagida
verilmistir. a, b, c ve d € R olmak tizere

e a<bveb<cisea<c

e a<bisea+c<b+c

e a<bvec<disea+c<b+d
e a<bvec>0isea.c<b.c

e a<bvec<O0isea.c>b.c

. b
. a<bvec>0|se%<z
. b
° a<bvec<0|se%>;
11
e O<a<bise=>=
a b
e a’<aise0<a<1,a?>aisea<0veyaa > 1dir.

ARALIKLAR

Araliklar, kime olarak reel sayilarin bir alt kimesi, geometrik olarak da sayi
dogrusunun bir pargasidir. Araliklar, ug noktalarinin kiimeye dahil olup olmama
durumuna gore asagidaki gibi isimlendirilirler. a,b € Rve a < b olsun.

1)
(a,b) ={x:x e R,a < x < b}
kiimesine, a, b acik araligi denir ve (a,b) ile gésterilir.

Bu kiime geometrik olarak;

9(5
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seklinde gosterilir. a ve b noktalari, bu araligin u¢ noktalaridir. Burada ug¢ noktalar
kiimeye veya araliga dahil degildir. Yani bu kiime, a ve b arasindaki reel sayilardan
olusur.

2)
[a,b] = {x:x € Ra < x < b}
kiimesine, a, b kapali araligi denir ve [a, b] ile gésterilir.

Bu kiime geometrik olarak;

«—e ' 3 >
a b

seklinde gosterilir. Araligin u¢ noktalari olan a ve b, bu kiimeye dahildir.
3)
(a,b] ={x:x € R,a < x < b}

kiimesine, soldan a¢ik sagdan kapali aralik veya yari acik yari kapali aralik denir ve
(a, b] ile gésterilir.

Bu kiime geometrik olarak;

< -0 o——
a b

seklinde gosterilir. Araligin u¢ noktalari olan a kiimeye ddhil degilken b, bu kiimeye
dahildir.

4)
[a,b) = {x:x € R,a < x < b}

kiimesine, soldan kapali sagdan acik aralik veya yari kapali yari acik aralik denir ve
[a, b) ile gésterilir.

Bu kiime de geometrik olarak;
< [ ) (@)
a b

v

seklinde gosterilir. Araligin ug noktalari olan a kiimeye déhil iken b, bu kiimeye
dahil degildir.

Not: Yukaridaki agiklamalardan da anlasilacagi gibi sayl dogrusu lizerindeki bir
noktanin ici bos olarak alinmissa; bu noktanin kiimeye veya araliga dahil
olmadigini, i¢i dolu olarak alinmissa bu noktanin araliga dahil oldugunu gosterir.

Araliklarin ug noktalarindan biri veya ikisi bir reel sayi olmayip +oo veya —oo
olabilir. Burada her reel sayidan biiylik olan sembol +oo0 ile gosterilir ve “art
sonsuz” diye okunur. Benzer sekilde her reel sayidan kigik olan sembol — ile
gosterilir ve “eksi sonsuz” diye okunur. Bu tiir araliklara sonsuz veya sinirsiz
araliklar denir ve asagidaki sekilde tanimlanir. a € R olmak (izere;
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(a,+0) ={x:x € R,a < x} «— 0 >
a 400
) ) = . € R, S < 4' >
[a, +o0) = {x:x a < x} o e
+0o0 ve — o birer reel
sayl degil sadece birer ~ .
sembold(ir. (—»,a) ={x:x e R,x < a} -— O— >
(—oo,a]l ={x:x € R,x < a} - ®- >

seklinde gosterilir. Eger (—oo, +00) araligini alirsak bu aralik tim R reel sayilar

kiimesini ifade eder ve;

»
4— L

—00 “+ oo

seklinde gosterilir. Yukaridaki sonsuz aralik tanimlarindan goriilecegi gibi

—oo veya + oo birer reel sayi olmadig i¢in kapali aralik iginde gosterilmez.

a

K\
*a) (1,5),[—3,2) ve (0, +0) araliklarini sayi dogrusu tizerinde

v | 8g0steriniz.

GCJ *b) [-3,4] U (—1,8) ve (—1,1) N [—2, 5] kiimelerini yaziniz.
Al e)ixix ER,— B <x< 2 kiimesinde bulunan en kiiglik tamsay
H@®) 2 2

kagtir?
Coézim:
a) Bu araliklar sirasiyla sayi dogrusu lizerinde;
«—O O- >
1 5
<+—@ O—r
-3 2

seklinde gosterilir.

b) Once [—3,4] U (—1,8) kiimesini bulalim. Bu araliklari sayi dogrusu
lzerinde gosterecek olursak

- o o ° o—»
-3 -1 4 8
\ J
|
(—1,8)
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Her x € R igin
x| = |—x|
dir.

Sayilar

seklinde olur. [—3,4] U (—1,8) kiimesi hem [—3,4] hem de (—1,8) araligina ait
elemanlardan olusan kiime oldugundan sekilden de gorilecegi gibi

[-3,4]U (—1,8) = [-3,8)

olur. Benzer sekilde simdi de (—1,1) N [—2, 5] kiimesini gosterelim. Bu kiime
geometrik olarak;

(_1'1)
«—@ O— O o—>
-2 -1 1 5

[=2,5]

seklinde gosterilir. (—1,1) N [—2, 5] kimesi, (—1,1) ve [-2,5] araliklarinin
arakesiti oldugundan sekilden de goriilecegi gibi bu iki araligin arakesiti (—1,1)
araligidir. Dolayisliyla;

(-1, Nn[-25]=(-11)
dir.
) {x: x €ER, —; <x< ;} kiimesi ayni zamanda [—g,;] araligina esittir. Bu

aralik —2,5 ile 4,5 arasindaki reel sayilardan olusur. Bu durumda bu araliktaki en
ktcuk tam sayr —2 dir.

MUTLAK DEGER

Tanim 2.10. Reel say1 dogrusundaki herhangi bir sayinin baslangi¢ noktasina
(yani sifira) olan uzakligina o sayinin mutlak degeri denir.

Bir x sayisinin mutlak dederi |x| ile gésterilir ve “x ‘in mutlak degeri” veya
“mutlak deger x” diye okunur.

A
v

I I

—|x| x|

Sekil 2.3. Bir x € R sayisinin mutlak degeri
Uzaklik higbir zaman negatif olamayacagindan bir sayinin mutlak degeri de
hicbir zaman negatif olamaz. Yani x ister pozitif ister negatif olsun |x| daima
pozitiftir. Bunu asagidaki gibi de ifade edebiliriz. x € R olmak Uzere;

lxl_{x, x=0
—X, x<0
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seklinde ifade edilir. Yani mutlak deger icerisindeki sayi pozitif veya sifir ise mutlak
deger disina aynen, negatif ise mutlak deger disina isaret degistirerek cikar.
Ornegin, |2| = 2,]0| =0, |—4| = 4’'tur.

ea < b < 0 < colduguna gore |a — b| + |c — b| — |a — c| isleminin
sonucu nedir?

¢ézim:a < bisea—b < 0olup |a—b| =—(a—b) =—a+ bdir.
c>bisec—b>0"‘dr.Yani|c —b| =c— b ‘dir.Sonolaraka < cisea —c < 0
olup |a — c| = —(a — ¢) = —a + c dir. Bunlar istenen ifadede yerlerine yazilirsa

la—b|+|c—b|—la—cl=—-a+b+c—b—(—-a+c)
=—a+b+c—b+a-c
=0
bulunur.
Mutlak degerle ilgili bazi 6zellikler asagida verilmistir. Her x, y € R igin;

1) —|x| <x < |x|

2) |lx—yl=Ily—x|

3) |lx+vy| <l|x|+|y| (Ucgen esitsizligi)
4) |x.yl = x|yl

ad [ )
= 00

Yukaridaki 6zelliklere ek olarak, genellikle esitsizlik coziimlerinde kullanilan

asagidaki 6zellikler de verilebilir. Her x € Rve a € R* igin;

1) |x| =aisex = aveyax = —a ‘dr.
2) |x|<aise—a<x<a’‘dr.
3) |x| >aisex >aveyax < —a ‘dir [2].

*|3x — 3| = 6 esitligini saglayan x degerlerini bulunuz?
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Céziim: |3x — 3| = 6 ise yukaridaki 1. dzellikten 3x —3 = 6 veya3x —3 = —6
olur. Buradan;

3x—3=6 >3x=9=>x=3
ve
3x—3=—6=> 3x=-3=>x=-1

bulunur.

[

o|2x — 5| < 11 esitsizligini ¢bziintiz?

v
()
[
o

‘O

Coziim: |2x — 5| < 11 ise yukaridaki 2. dzellikten;
—-11<2x—-5<11=>-11+5<2x<11+5
=>-6<2x<16
=>-3<x<8

elde edilir. Yani bu esitsizligin ¢6zim{ —3 ile 8 arasindaki tiim reel sayilardir. Bu
¢6zum, aralik yardimiyla (—3, 8) seklinde gosterilir.

[

o|2x — 1| > 3 esitsizligini ¢6ziintiz?

~
4]
c
—_
‘O

Céziim: |2x — 1| > 3 ise yukaridaki 3. 6zellikten dolay1 2x —1 > 3 veya2x — 1 <
—3vyazilir.

2x—1>3=22x>4=>x>2
ve
2x—1<-3=22x<-2=>x<-1

elde edilir. Bu ¢6ziim, aralik yardimiyla (—o0, —1) U (2, ) seklinde gosterilir.

[

o|x — 2| + |8 — 4x| = 20 ise x in alabilecegi degerler carpimi kagtir?

~
4]
c
—_
‘O

Cozim: |x — 2|+ 142 —x)| =20= |x — 2| + |4||2 — x| = 20
=|x—-2|+4.|x—2|=20

- 37
Atatirk Universitesi Acikogretim Fakiltesi



0° ifadesi bir
belirsizliktir.

Sayilar

= 5.]x —2| =20
=>|x—-2=4
olur.[x —2| =4isex —2=4vex —2 =—4"'dir. Yanix = 6 veyax = —2

olup x in alabilecegi degerler carpimi 6. (—2) = —12 “dir.

USLU VE KOKLU SAYILAR
Bu boliimde, Gsli ve koklu sayilar ele alinip bunlarin 6zelliklerinden
bahsedilecektir.
Tanim 2.11. a € Rve m € Z* olmak lizere;
a.a..a=am

_
m tane

”

seklinde m tane a sayisinin ¢carpimi olan a™ sayisina “a nin m-inci kuvveti
denir. a™ ifadesindeki a ‘ya taban, m ‘ye ise Us (ya da kuvvet) denir [4].

Not: Yukaridaki tanima dikkat edilirse reel sayilarin pozitif kuvvetleri tanimhdir.
Fakata # 0,a € Rvem € Z* olmak lizere;

am

olarak tanimlanir. Ayrica sifirdan farkli her reel sayinin sifirinci kuvveti 1 dir yani

a®=1
olur.
Buna gore;
23=222=38,
(—2)* = (-2).(=2).(-2).(-2) = 16,
1 1
3 =5"3

50 = 1’dir.

Not: Negatif bir sayinin gift kuvveti pozitif, tek kuvveti ise negatiftir. Ornegin,
(—2)? = 4ve (—2)3 = —8dir.

Uslii sayilarla ilgili diger 6zellikler asagidaki gibi verilebilir. a ve b sifirdan
farkl reel sayilar ve m ve n de birer tam sayi olmak tzere;

1) a™.a" = gm+n
2) (a™)" = g™

3) (a.b)™ =a™.b™
4) a_ am "
an

5 (5) =5
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/A
sAsagidaki islemleri yapiniz?
x a) 25.23 b) (373)72 c) (32.2)?
c 56 5 \ 72
S Vs e ()

Coziim: Bu sorulari gdzerken sirasiyla Ustte verilen alti kural kullanilirsa,

a) 25.23=25t3=28=22222222=256
b) (373)72 =3(3).(-2) = 36 = 333333 =729

c) (32.2)2=(3%2.22=3%22=81.4=1324
56 _
d) 5—3=56 3=53=555=125

e) (%) ‘o (%)2 = (25)% = 25.25 = 625
olur.

¢22%3 = 128 ise x kagtir?

s
(V]
c
o

:O

Coziim: 223 = 128 ifadesi 223 = 27 seklinde yazilabilir. Buradan 2x — 3 = 7
olur. Dolayisiyla 2x = 10 olup x = 5 ‘tir.

o5X 4 5*¥+1 4 5¥+2 — 31 53¥ jse x kactir?

Ornek

Coziim: Verilen denklem;

5% + 5%.5 4+ 5%.52 = 31,53%
seklinde yazilabilir. Ustteki ifadenin sol tarafi 5* ortak parantezine alinirsa;
5%(1+ 5+ 25) = 31.5%

5%.31 = 31.53%
olur. Buradan;

5x — 53x

elde edilir. Bu esitligin saglanmasi igin

x = 3x
olacagindan x = 0 elde edilir.
!—- X X X X
E o LH2HZ4Z +2xizx+2 =1i6isex kactir?
o)
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2% 42X 42%42% 1. . 4.2% 1 . -
——— = —ifadesi — = — seklinde yazilabilir. Buradan
4% 4% 16 2. 16

Coziim: —

4.2% 1 2.2 1 2% 1

= =—=—=
24* 16 4x 16 4* 32

4% 4\ *

= x = 5 olur.

Tanim 2.12. a € R ve m > 2 bir tam sayi olmak tizere Y/a sayisina a nin m.

kuvvetten veya dereceden koki denir. Wa sayisi ayni zamanda al/m seklinde de
gosterilir.

Benzer olarak a € R ve m = 2 bir tam sayi olmak Uzere;

x™ = a ise her iki tarafin 1/m kuvveti alinirsa x = a'/™ = "{/a olur [5].

Eger 6zel olarak ™V/a ifadesinde m = 2 alinirsa 3/a veya bunun yerine kisaca
Va yazilir. Bu ifade “karekok a”, m = 3 olarak alinirsa 3/a ifadesi “kiip kok a” diye

okunur. Ayricava ve Ya sayilari yukaridaki tanimdaki gibi sirasiyla a ‘nin 2.
dereceden kokii ve a nin 3. dereceden koki diye de ifade edilir.

Not: Eger "V a koklu sayisinda m cift sayi ise a > 0 olmalidir. Ornegin,

V—=1,3/=16, /=64 sayilari birer reel sayi degildir.

Bu nottan da goriilebilecegi gibi negatif sayilarin karekékii veya ¢ift
kuvvetten kékleri yoktur. Sifir ve pozitif sayilarin cift kuvvetten kékleri vardir.

Ornegin, V0 = 0,1 = 1,v/36 = 6,38 = 2,181 = 3'tir.

Not: Eger Ya koklu sayisinda m tek sayi ise a € R'dir. Ornegin, 3/—64 =
—4,3=-32=-2, V128 = 2,30 = 0 vh.

Kokli sayilarla ilgili asagidaki dzellikler verilebilir. a,b € RT ve m,n € Z*
olmak lizere,

1) Wa® = aVm

2) “a.b="a b

nfa_Ma

4) \VVa=""a
5) x.Vaty Va=xty)Va (x,y €ER)
6) a™. Vb = "ar™. b ‘dir.

s

eAsagidaki islemleri yapiniz?

a) /36 b) V25.144 ) ' [22

8

d) V364 e)2.V8+5+128—4.v32  )32.19

Ornek
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Coziim: Yukaridaki 6zellikler sirasiyla kullanilirsa,
a) V36 =33=32=9
b) V25.144 = V25./144 = V/52.4/122 = 52/2,122/2 = 512 = 60
c)3£=33125—§/—5_3=53/3—5
8 3/8 323 23/3 2
d) V3/62 = *¥/64 = V64 = Y26 = 26/6 = 2
e)2.4/8 + 5.4/128 — 4.4/32 = 2.V/4.2 + 5./64.2 — 4.4/16.2
=222 +58V2—44.2
= 4.2 +40./2 - 16.42
= (4 + 40— 16)V2 = 28V2
f)32.3/9 = ¥/323.9 = V36,32 = /38 = 38/3

elde edilir.

Not: a € R olmak lizere Va? = |a| ‘dir.

/=8 +./(—2)2 + V625 degerini bulunuz.

Ornek

Coziim: ¥—=8 + /(=2)2 + /625 = W+|—2|+\/2_5
= —242+5=5

bulunur.

K]

e Asagidaki islemleri yapiniz?

=27+ /(=2)* 3\/ 3
iy e b) 3 + V21 + V64

Bireysel Etkinlik
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\

\§

eSayl kiimeleri; dogal sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar, irrasyonel
sayilar ve reel sayilar olmak Uzere bes kisma ayrilir. Bu sayi1 kiimeleri
sirastyla N, Z, Q, Q* ve R seklindeki sembollerle gésterilir. Ayrica bu
kiimeler arasinda N c Z c Q < R seklinde bir kapsam bagintisi vardir.
irrasyonel sayilar, reel sayilarin bir alt kiimesidir fakat diger kiimelerle
arasinda bir baglanti yoktur.

*Bir rasyonel sayinin payinin paydasina béliinmesiyle elde edilen sayiya,
verilen rasyonel sayinin ondalik yazilimi denir. Her rasyonel sayinin
sonlu veya sonsuz bir ondalik yazilimi vardir. Bir rasyonel sayinin
ondalikli gésteriminde sayinin virglilden sonraki herhangi bir kismi
surekli tekrar ediyorsa bu tir sayilara devirli ondalik sayi denir. Boyle
sayllar tekrar eden (veya devreden) sayinin Ustiline bir ¢izgi ¢izilerek
gosterilir.

oTUm reel sayilar, say1 dogrusu veya reel sayi ekseni denilen bir dogru
izerinde gosterilir. Bu dogru igin bir baslangi¢ noktasi alinir ve bu 0
(sifir) ile gosterilir. Dogru Uzerindeki her noktaya bir reel sayi ve her reel
saylya ise bir nokta karsilik gelir. Bu noktanin sag tarafindaki terimler,
pozitif reel sayilari ve sol tarafindakiler ise negatif reel sayilari temsil
eder.

eEsitsizlik adi verilen ve reel sayilar arasindaki siralamada kullandigimiz
ifadeler “<, >, <, =" seklindedir ve bunlar sirasiyla “kuglik, biylk,
kiiclk esit, buyuk esit” seklinde okunur. Bir esitsizligin her iki tarafi
pozitif bir sayi ile garpilir veya pozitif bir sayiya boliiniirse esitsizlik
bozulmaz. Fakat negatif bir sayi ile carpilir veya negatif bir sayiya
bolinirse esitsizlik yon degistirir.

ea,b € Rve a < b olmak lizere (a, b), [a, b], (a, b], [a, b) kiimelerine
aralik denir ve bunlar agik aralik, kapali aralik ve yari agik-yari kapali
aralik olarak tanimlanir. Acik araliklarda araligin ug noktalari kiimeye
dahil degilken, kapali araliklarda bu noktalar kiimeye dahildir. Ayrica ug
noktalardan biri veya her ikisi sonsuz ise bu tiir araliklara sinirsiz veya
sonsuz aralik denir. Ornegin, (a, +), (—, a] ve (—o0, +0) vb.

(—0, +00) araligi ayni zamanda tiim R reel sayilar kiimesini ifade eder.
eReel sayl dogrusundaki herhangi bir sayinin baslangi¢ noktasina olan
uzakhigina o sayinin mutlak degeri denir. Bir a € R sayisinin mutlak
degeri |a| ile gésterilir ve “a nin mutlak degeri” veya “mutlak deger a”
diye okunur. Mutlak deger icerisindeki hicbir sayi mutlak deger disina
negatif olarak ¢cikamaz. Yani a € R olmak Gzere |a| = 0 'dir. Sifirin
mutlak degeri ise sifirdir. Ayrica a € R olmak tizere ¥a2 = |a| dr.

ea € Rvem € Z* olmak lizere a™ sayisina “a sayisinin m-inci kuvveti”
denir. a™ ifadesindeki a 'ya taban, m 'ye ise s veya kuvvet denir. a® =

. 1
lvea™ = — Olarak tanimlanir.

Ozet

ea € R vem > 2 bir tam sayi olmak iizere /a sayisina a 'nin m.
1

dereceden kékii denir. "¥/a sayisi ayni zamanda am seklinde de
gosterilebilir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

1. En kiglk pozitif tam sayi ile en blylik negatif tam sayinin toplami kactir?
a) 0
b) 1
c) 2

2. a= g ,b = g ,C = % sayllarinin siralanisi asagidakilerden hangisidir?

a) a<b<c
b) b<a<c
) c<a<b
d a<c<b
e) b<c<a

3. [-5,4] n (—2,6) arakesit kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) [-5,4]
b) (-2,6)
c) [-2,6)
d) (-2,4)
e) (—2,4]

4. 2,2 devirli sayisina karsilik gelen rasyonel sayi asagidakilerden hangisidir?
a) %
b)
c) ?
d =
e) %

5. |5x — 5| = 20 esitligini saglayan x degerlerinin toplami asagidakilerden
hangisidir?
a) 2
b) 5
c) 10
d) 12
e) 15
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6. |x — 2| < 4 esitsizliginin ¢6zim asagidakilerden hangisidir?
a) [—2,6]
b) (—2,6)
c) [—4,4]
d (—4,4)
e) (—2,4]

7. a*.(—a)%. (—a)? isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?
a) a’
b) a®
) (-a)’
d (-a)?

e) —a’

8. 3* 1 =2 ise 9% degeri asagidakilerden hangisidir?
a) 4
b) 36
c) 25
d) 18
e) 3

9. /1,44 ++/0,0016 —+/0,04 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?
a) 0
b) 10

18

25
1

25
26
25

c)
d)

e)

3
10. \/4 +, f 14 + v/ V64 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?

a)
b)
c)
d)
e)

gl s W N =

Cevap Anahtarn
l.a,2.b,3.e,4.c,5.3,6.3,7.e,8.b,9.e,10.b
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Denklemler

1. Dereceden
Denklemler

2. Dereceden
Denklemler
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Sagda verilen
Ozdesliklerden
x3 +y3 ve
x3 — y3 ileilgili olanlar
(x+y)3ve
(x — y)? 6zdesliklerinin
bir sonucudur.

Ozdeslikler ve Denklemler

GIRIiS
Bu bolimde matematigin temel konularindan olan ve birgok konuda

karsilasacagimiz 6zdeglikler, ¢arpanlarina ayirma, birinci dereceden ve ikinci
dereceden bir bilinmeyenli denklemler ele alinacaktir.

Bircok alanda hesaplama islemi yapilirken muhakkak bir denklemle
karsilasiriz. Bu tir denklemleri ¢ozebilmek icin elementer seviyede olan bir
bilinmeyenli birinci ve ikinci dereceden denklemlerin ¢6zim mantigini bilmek
gerekir. Bu iki bilinmeyenli denklemlerin ¢éziimii icin de temel teskil eder. Bu tir
denklemleri ¢ozerken daha ¢ok 6zdeslikler ve ¢arpanlara ayirma islemi kullanilir. O
halde, temel carpanlara ayirma ve 6zdeslik kurallarini bilmek gerekir.

Yukarida belirtilen sebeplerden dolayr oncelikle carpanlara ayirma ve
bilinmesi gereken 6zdeslikleri ele alarak birinci ve ikinci dereceden denklemlerin
¢6zim yontemleri Gzerinde durulacaktir.

OZDESLIKLER

Bu bélimde matematik icin temel olan 6zdeslikler ve denklemler Gzerinde
durulacaktir.

icinde bilinmeyenler bulunduran ve bilinmeyenlere uygulanan bazi islemler
sonucu elde edilen ifadelere cebirsel ifadeler denir. Ornegin 5x — 4, 2x% + 3,
x? +y+1 ifadelerinin herbiri cebirsel ifade olarak adlandirilir. Bir cebirsel ifade
icindeki bilinmeyenlere degisken denir. Cebirsel ifadeler iginde bulundurduklari
degiskenlerin sayisina gore bir degiskenli, iki degiskenli veya n degiskenli cebirsel
ifade olarak adlandirilir [3].

Ayni degiskenlere sahip iki cebirsel ifade verilmis olsun. Degiskenlere verilen
her deger icin esit olan cebirsel ifadelere ézdeslik adi verilir. Ornek olarak;

x2—yt=(x-y+y)

esitligi bir 6zdesliktir. Burada x ve y degiskenleri yerine hangi deger verilirse verilsin
esitlik saglanacaktir. Bunun gibi bircok 6zdeslik yazilabilir. Bu 6zdesliklerden
bazilari,

o X*—y?=@x-yE+y)

o (x+y)?=x%+2xy+y?

o (x—y)?=x*-2xy+y?

o (x+y)P=x34+3%y+3xy? +y3 =x>+y3 +3xy(x+y)

o (x-y)P=x-3xy+3xy’ -y’ =x-y’ - 3xy(x —y)

o X*+yd=x+y)E*-—xy+y?)

o X}—yP=x-y)E*+xy+y?)

bicimindedir.

Bu 6zdesliklerle ilgili 6rnek olarak
20162 — 20152 = (2016 — 2015)(2016 + 2015) = 4031,
(13)2 = (10 + 3)? = 102 + 2.10.3 + 3% = 169 verilebilir.
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Ozdeslikler ve Denklemler

-

% « iki sayinin toplami 7 ve carpimi 12 olduguna gore bu sayilarin
c | kupleri toplami kagtir?
S
:0O
3 3
x> -y o
= (x— y)(xz +xy Cozim:
+y?) Bu Sayilar x ve y olsun. x + y = 7, xy = 12 olarak verilmistir.

x+y)2=x3+y3+3xy(x +y)
Ozdesliginde kullanilirsa,
(73 =x3+y3+3.12(7)
343 = x3 +y3 + 252
= x3+y3=91

olur.
I{ \
Y4 3 . p— i .
@ * x> — 8 ifadesinin esitini bulunuz ?
=
O
Cozim:
Verilen ifade x3 — 23 olarak yazilir. Bu da,
x3-22=(x-2)(x*+2x +4)
olur.
I:’ W
7 8 . .. q
qc_, r2ria ifadesini en sade sekilde yaziniz.
—
{®)
Coézim:
3-8 -2)(x2+2x+4
Verilen ifade — =& Yxtrax )= x — 2 olarak bulunur.
x2+42x+4 x24+2x+4

[

ox +% =5ise x% + xl—z ifadesinin degeri kactir?

Ornek

C6ziim:
S 1
<x+—> =X +2+—2
x x
1
=>(5)2=X2+2+—2
x

1
=25-2=x*+—
X
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Garpanlarina ayirma
isleminde sikhkla
ortak ¢arpan
parantezine alma
islemi kullanihr.

Ozdeslikler ve Denklemler

1
$X2+—2=23
x
olur.
| 78\
<] 1 7 . .
Q ~+- == vex.y = 10 olduguna gére, x2 + y? nin degeri kactir?
S
@]
Cozim
1 1 x+ 7
4= y:_
x y xy 5
YT e xty=14
10 5 Y7

olur. Diger taraftan,
(x +y)? =x? +2xy + y? = 14% = x? + 20 + y?

= x%2+y? =176
bulunur.

CARPANLARA AYIRMA

Verilen cok terimli cebirsel ifadeleri ¢carpanlara ayirmada genel bir yontem
yoktur. Asagida verilen yontemler, 6zel yéntemlerdir. Problemin verilisine gore
uygun yéntem kullanilir.

Ortak Carpan Parantez Yontemi

Verilen cebirsel ifadede biitiin terimlerin ortak bir ¢arpani varsa o ifadeyi
ortak carpan parantezine alarak ¢arpanlarina ayirabiliriz.

Asagidaki 6rnekleri inceleyelim.
x? 4+ 5x = x(x + 5),
x’y+xy?+xy=xy(x+y+1),
x(x+D+yx+1D) =&+ Dx+y),
2 =D +y(Q-x)=x-1D2-y).
Gruplandirma Yontemi

Bazen verilen cebirsel ifadenin bitin terimlerinde bir ortak ¢arpan
bulunmayabilir. Ancak, cebirsel ifadenin terimlerini belirli gruplara ayirarak ortak
carpanlar olusturulabilir.

| T

ox? + xy — xz — yz ifadesini carpanlarina ayiriniz?

4
Q
[
[

‘O
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Cziim:

Verilen cebirsel ifadeyi ikiser ikiser gruplandirarak ortak carpan parantezine
alalim.

x4+ xy—xz—yz=(x*+xy)— (xz +yz)
=x(x+y)—z(x+y)
=@x+y)(x-2)

biciminde carpanlarina ayrilmis olur.

m

ox3 — x? 4+ x — 1 ifadesini carpanlarina ayiriniz.

Ornek

x3—x?+x—-1=03—-x)D+(x-1)
=x?(x-1D+(x-1)
=(x-Dx*+1)

biciminde bulunur.

| A

oy(x? + 1) — x(y? + 1) ifadesini carpanlarina ayiriniz.

-
()
[
-

‘O

Cozim:

Ornekte verilen cebirsel ifade gruplandiriimis olarak verilmistir. Bu
gruplandirmadan ortak ¢arpan parantezine almak miimkun degildir. Bu nedenle,
Once ¢carpma islemi yapilir sonra tekrar gruplandirilir. Buna gore,

yx2+1D) —x@*+ D) =yx*+y—xy*—x
= Ox?—xy?) = (x - y)
=xy(x—y) = (x—y)
=@ -yCy-1

olur.

Ozdesliklerden Faydalanma Yéntemi
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Y
W
<A

|

L
x? +y?
ifadesi ¢carpanlarina
ayrilamaz.

Ozdeslikler ve Denklemler

Verilen cebirsel ifadeyi ¢carpanlara ayirmak icin 6zdesliklerden
yararlanilabilir. Asagidaki 6rnekleri inceleyelim.
x%2—4x+4 = (x —2)?,
x?+6x+9 = (x +3)?
2 2
Yy y
2 _ 2 (2
X xy + 2 (x 2) .
Asagidaki 6rneklerde ise toplam ve fark 6zdesligi kullanilarak ¢arpanlara
ayirma verilmistir.

ox3 — 8 ifadesini carpanlarina ayiriniz.

Ornek

Cozim:
Verilen cebirsel ifade kiip farki 6zdesligi kullanilarak ¢carpanlarina ayrilir.
x3—-8=2x3-23
=(x—2)(x*+2x+4)

biciminde carpanlarina ayrilmis olur.

Q
c
:O

e x* — 1 ifadesini carpanlarina ayiriniz.

Coézim:
Verilen cebirsel ifade iki kare farki 6zdesligi kullanilarak
xt-1= (xz)2 -12
=@x*+1)(x*-1)
=@+ D+ Dkx-1)

biciminde carpanlarina ayrilmis olur.

e x? — (y — 1)? ifadesini carpanlarina ayiriniz.

Ornek

Cozim:
Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi,

2 —(y-1%*=[x+@-D]x--1)]
=[x+y—-1][x—y+1]
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Bos kiime

?

sembolii ile gosterilir.

Ozdeslikler ve Denklemler

bulunur.

DENKLEMLER

iki cebirsel ifade sonlu sayida reel sayi icin esit oluyor ise bu esitlige denklem
denir. Yani bilinmeyen iceren ve bilinmeyenlerin 6zel degerleri icin saglanan
esitliklerdir. Denklemi saglayan bu 6zel degerlere denklemin kdkleri veya ¢oziimleri
adi verilir. Kokleri bulma islemine ise denklemi ¢6zme denir. Bazi esitlikler
bilinmeyenlerin hicbir degeri icin saglanmayabilir. Bu durumda denklemin ¢6ziim
kiimesi yoktur veya bos kiimedir denir. Bu bolimde bir bilinmeyenli denklemler
incelenecektir.

n € Nveay, a4, ..., a, € R olmak lizere;
apx"+-+ax+ay=0 (a,#0) (1)

seklindeki ifadeye n. dereceden bir bilinmeyenli polinom denklem denir [3]. Bu
bélimde n =1 ve n =2 alinarak birinci ve ikinci dereceden denklemlerin
¢Ozlimleri Gizerinde durulacaktir.

Birinci Dereceden Denklemler
a + 0,a,b € Rolmak Gzere
ax+b=0

biciminde olan denklemlere 1. dereceden denklem (lineer veya dogrusal denklem)
denir. Bu denklemin ¢6zim{;

b
ax+b=0 = ax=-b =>x=—a

olur. Buna gore asagidaki érnekleri inceleyelim.

h

% *3x — 9 = 0 denkleminin ¢6zimuni bulunuz.

-

‘O
Coziim

9
3x—9=0 =3x=9 =>x=§=3

olur.

e 7x—5Q3x —2) =2(3 - 2x) denklemini saglayan x kagtir?

Ornek

Céziim:

7x —53x —2) = 2(3 — 2x)
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= 7x—15x+ 10 =6 — 4x
= —8x+4x=6-10

= —4-x = —4.
= X = 1
bulunur.
!c’ \ , ,
3 _ . 5
% = denklemini saglayan x kagtir?
c
} -
:0
Coziim:

Verilen denklemin pay kisimlari esit oldugundan paydalarinin esit olmasi
gerekir. O halde;

x+2=2x—4 = x=6

sonucu elde edilir.

x—2 x+2  x—4

Sl o=+ X2 =224 3 olduguna gore, x kactir?
c| 3 2 6
p -

:O

Cozim:
Verilen denklemde paydalar esit olacak sekilde kesirler genisletilirse
2x—4 3x+6 x-—4 18 2x—4+3x+6 x—4+18
+ = +— = =
6 6 6 6 6 6

yazilir. Paylarin esitliginden;

S5x+2=x+18 = x=4
bulunur.
ikinci Dereceden Denklemler
a, b, c sabit reel sayilar, a # 0 ve x bilinmeyen olmak lzere,
ax?+bx+c=0

bicimindeki denklemlere ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklem denir. Bu
denklemin kokleri (¢6zim kimesi), diskriminanti

A= b? — 4ac
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olmak lzere,
_—b++A —b— VA

X1 2a X2 = 2a

sayilari olur. Buna gore,

1) A> Oise, kokler iki farkli reel sayidir,
2) A= 0 ise, kokler esittir (cakisiktir),

ax’+bx+c=0
Denkleminin kokleri,

—b++A 3) A< O ise, reel kok yoktur.
Xy =—s—
! 2a olur [3].
_—b—VA
2= "4

ex32-10 _ 25 — 1 = 0 denkleminin ikinci dereceden bir denklem

%.
€ | olmasiicin a kag olmalidir?
:O

Cozim:
ikinci derecen bir denklem olmasi icin 3a — 10 = 2 olmalidir.

3a—10=2=3a=12=a=4

ox? — 2x — 3 = 0 denkleminin koklerini (¢oziim kiimesini) bulunuz.

('jrneki’_] Csl

Coézim:
Verilen denklemde a =1, b = —2, ¢ = —3 oldugundan
A=b%?—4ac=4—-41.(-3)=16>0

olarak bulunur. o halde denklemin iki farkh reel kokt vardir. Bu kokler

_2+V16 _2—\/16_
M=o T T T
sayilari olur. O halde ¢6zim kimesi,
C={-13}

olacaktir.

% ex? 4+ x +1 = 0 denkleminin reel koklerini (¢6ziim kiimesini)
c | bulunuz.
| -
@]

Verilen denklemdea = 1,b = 1,c = 1 olup;
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A=b*—4ac=1-4.1.1=-3<0

oldugundan dolayi denklemin Reel koki yoktur.

[
—

‘O

ex? 4+ 2x 4+ 1 = 0 denkleminin reel kdklerini bulunuz.

Céziim:
Verilen denklemde a =1, b = 2, ¢ = 1 oldugundan
A=b?—4ac=4—-411=0
olarak bulunur. O halde denklemin ¢akisik kéka yani tek koki vardir. Bu cakisik
kokler
M=o T

sayisi olur.

ikinci dereceden bazi denklemleri ¢arpanlarina ayirarak ¢6ziim kiimesini
(kéklerini) bulabiliriz.

7 . . -
v | *x%2 —4 =0 denkleminin reel kéklerini bulunuz.

c
e

:O

Coézim:
Verilen denklemi ¢c6zmek icin iki kare farkindan yararlanabiliriz.
2 —4=0=>x—-2)(x+2)=0
esitliginin saglanmasi icin ¢arpanlarinin sifir olmasi gerekir bu sebeple,
x—2=0=>x=2

x+2=0=>x=-2

bulunur.
/A
< emx? — (2m + 1)x + m + 2 = 0 denkleminin k&klerinin birbirine
c | esit olmasi icin m kag olmalidir?
O

Coziim:
Denklemin koklerinin esit olmasi icin A= b? — 4ac = 0 olmalidir. Buna gore;
A=b?—4ac=[-Cm+1)]*?-4m(m+2)=0
=4m?>+4m+1—-4m? —8m =0

= -4m=+1=0
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X1.Xp = a

Ozdeslikler ve Denklemler

AN

olur.
ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin kékleri;

_—b+VA _—b—VA
T 2a 0 2T T4
oldugu bilindigine gore, bu koklerin toplami;

—b+\/Z+—b—\/Z_ b

2a 2a a’

X1

x1+x2:

ve koklerin garpimi;

2a 2a a
olur. Ozel durumda, verilen denklemde a = 1 olmasi durumunda yani, x? + bx +

. :<—b+\/Z)<—b—\/Z):£

¢ = 0 biciminde ise kokler carpimi ¢ ve kokler toplami —b oldugu gorulir. Yani,
T=x1+x,=-b,
C=x1.x,=c
olur. Bu sonuca gore eger kokler tam sayiysa sezgisel olarak carpimlari ¢ ve
toplamlari b olan iki say1 bulmak kolay olacaktir. Bulunan bu sayilarin ters
isaretlileri verilen denklemin kékleridir [1,2]

k
x ex? 4+ 8x + 15 = 0 denkleminin kdklerini bulunuz.

c
ju

O

Cozim:

Verilen denklemin koklerini bulmak igin carpimlari 15 ve toplamlari 8 olan
iki say1 bulahm. Bunlar 3 ile 5 sayisidir. O halde kokler;

X1 = _3, Xy = _5

olarak bulunur.

| A
x| ox2 — 2x — 3 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

rne

‘O

Cozim:

Carpimlari —3 ve toplamlari —2 olan iki say1 —3 ile 1 tam sayilaridir. O halde
denklemin kokleri;

X1=3, x2=_1

olarak bulunur.
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—

& | *Coziim kiimesi {1,5} olan ikinci dereceden bir denklem yaziniz.
c
S

‘O

Cozim:

Kokler toplami T = 1 4+ 5 = 6 kokler garpimi C = 1.5 = 5 olup istenen
ikinci derece denklem;
x2—-Tx+C=0=x*-6x+5=0
olarak bulunur.

Bu tiir sorular asagidaki gibi de ¢ozebiliriz. Denklemin ¢6ziim kiimesi 1 ve 5
olduguna gore;
x—1Dx-5)=0=>x>—6x+5=0
olur.

P, (2 3 S .
*Cozlim kiimesi {5'5} olan ikinci dereceden bir denklem yaziniz.

('jrnek'jf_l

Cozim:

= 1 olup istenen

wIN
N | W

Kokler toplami T = §+ % = %,k(’jkler garpmi C =

ikinci derece denklem;

x? — Ex +1=0
6
=6x>—-13x+6=0
bulunur.
L-A‘\

| *2x% — 3mx + 2m = 0 denkleminin kéklerinden biri x; = 1ise m
S| degeri nedir?

8

Coézim:

Denklemin bir koki 1 olduguna goére verilen denklemi saglar. Yani verilen
denklemde x = 1 yazilirsa

212 -3m.142m=0 =m=2

bulunur.

emx? — (m + 1)x + 3 = 0 denkleminin kokler toplami 4
olduguna gore m =?

Ornek
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Cozim:
Kokler toplami x; + x, = —Z = 4 olarak verildigine gore;
b —-(m+1) 1
——=——=4 >m==
a m 3
bulunur.

ez
Q| ex?>+ x4+ 2m = 0ve 2x?> — 5x + 4m + 7 = 0 denklemlerinin
S | birer koklii ortak olduguna gore, m kactir?

:O

Cozim:

Verilen denklemlerin ortak koki x, ise verilen iki denklemi de
saglayacagindan x? + x; + 2m = 0 ve 2x? — 5x; + 4m + 7 = 0 esitlikleri yazilir.
Birinci denklemin iki kati alinip ikici denkleme esitlenirse,

2x% +2x; +4m = 2x? —5x;, +4m + 7
=>7x=7=x=1

olur. Bulunan deger her iki denklemin koku olduguna goére her iki denklemi de
saglayacaktir. O halde birinci denklemden,

’+1+2m=0=m= -1

bulunur.

ex24+9x+20=0
ex?—x—-12=0
e x2 — 3x + 2 = 0 denklemlerinin kéklerini bulunuz.

Bireysel Etkinlik
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)

A\

*Matematigin temel konularinda biri olan 6zdeslikler verilmistir.
Kesirli problemlerde sadelestirme yapabilmek icin veya bir cok
matematik problemini ¢dzebilmek icin temel 6zdeslikler 6rneklerle
tanitilmistir.

*Birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemleri ¢6zebilmek igin
bilinmeyen deger esitligin bir tarafinda, bilinen degerler diger
tarafina alinarak dort islem yardimiyla birinci dereceden
denkelmler ¢ozilir.

eikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemleri ¢6zermek icin A=

b? — 4ac degerine bakilarak denklemin ¢dziim kiimesi (kokleri)
—b+VA -b—VA .o
X ==, X2 =— esitlikleri yardimiyla bulunur.
eikinci dereceden denklemlerin ¢6ziim kiimesini bulmak icin
¢arpanlara ayirma yontemleri veya koklerle katsayilar arasindaki

iliskiden faydalanihr.

Ozet
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DEGERLENDIRME SORULARI

1) (x —1)? — (x + 1)? ifadesinin dzdesi asagidakilerden hangisidir?
a) 2x%-2
b) —4x
c) 4x
d -4
e) 0

2) x+y=3vex-y=2olduguna gére, x> + y3 ifadesinin degeri kagtir?
a) 6
b) 8
c 9
d) 10
e) 12

3) x2 — 13x + 40 ifadesinin ¢arpanlarindan biri asagidakilerden hangisidir?
a) x+8
b) x—10
c) x+5
d x—4
e) x—5

x%—4 x+1
X+l - . . .
1 712 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?
X
a)
b)
c)
d)

e)

R[] N R
R )
N RN [N

=g
| »
[\

B
n

— =L denkleminin ¢6zUm kimesi asagidakilerden hangisidir?
x—3 x+3 12

a) {9}
b) {-9}
c) {-9,9}
d) {3}
e) {-3,3}
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6) 3x —2(4x —3) = 9+ 2(3 — x) denklemini saglayan x degeri
asagidakilerden hangisidir?
a) —4
b) —3
c 1
d) 2
e) 5

2_ —
7) GoHE) 0 denkleminin ¢6ziim kiimesindeki elamanlarin toplami
(x+2)(x+4)

kactir?
a) 6
b) 5
¢ =5
d 0
e) 2

m-—3
8) x'm + 4x — 2 =0 denkleminin ikinci dereceden olmasi icin m kag

olmalidir?
a) 3

b) -3
c) 5

d 1

e) —1

9) mx?—(2m+1)x + m+ 2 =0 denkleminin cakisik iki kdkii oluguna
gore kokler toplami kagtir?
a) 4
b) 9
c) 16
d) 20
e) 24

10) 2x2 — 3mx + 2m = 0 denkleminin kéklerinden biri x; = 1 ise diger kdk
kactir?
a) -1
b) —2
c 3
d) 2
e) 1

Cevap Anahtarn
1.b,2.c,3.e,4.d,5.c,6.b,7.3,8.b,9.b, 10.d
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ORAN, ORANTI VE DENKLEM
PROBLEMLERI

e Oran ve Oranti
e Oranti Cesitleri
e Aritmetik Ortalama
e Geometrik Ortalama

e Denklem Problemleri MATEMATiK :

ICINDEKILER

Prof. Dr.
Nejmi CENGIZ

¢ Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

e Oran ve oranti problemlerini
¢cOzebilecek,

e Aritmetik ortalama ve geometrik
ortalama kavramlarini 6grenecek,

® Denklemleri olusturup ¢ozebilecek,
e Sayi, faiz, kar-zarar, hiz
problemlerini ¢o6zebileceksiniz.
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Oranlanan gokluklarin

birimleri ayni olmalidir.

Oran, Oranti ve Denklem Problemleri

GiRiS
Bu bélimde matematigin temel konularindan olan oran ve oranti konusu
ele alinacaktir. Matematik ve uygulamali bilimlerin gibi alaninda karsilasacagimiz

oran ve oranti konusu, iktisat, isletme miihendislik gibi uygulamali bilimlerin yani
sira glinlik hayatta da bircok alanda ihtiya¢ duyariz.

Matematikle ugrasmanin insanlarin muhakeme kabiliyetine ¢ok biyuk
katkisi oldugu bilinmektedir. insanlar giinliik hayatlarinda bircok problemin
¢6zlimu icin zihninden denklem kurar ve ¢6ziim yapar. Cogu zaman problemleri
¢6zmek icin problemde verilen duruma uygun disen bir matematiksel ifade
olusturur. Bu Unitenin amaci denklemleri glinliik hayattaki durumlara
uygulamaktir. Bunun icin dncelikle oran, oranti ve denklem problemler
gruplandirilacaktir.

ORAN VE ORANTI

Tanim: Ayni cins iki coklugun birbirine bollinmesine oran, iki veya daha ¢ok oranin

birbirine esitligine orant: denir.
0] hélde% ifadesi a’nin b’ye oranidir. %ve 2 iki oran olmak tizere % = %
esit ise oranti olur. % = 2 = k olacak sekilde bir k sayisina oranti sabiti denir

[1,2,3].
Orantinin Ozellikleri

Oranti ile ilgili agagidaki 6zellikleri yazabiliriz;

1. % = 3 = a.d = b.c (Bir orantida icler carpimi dislar ¢arpimina esittir.)
) 2_¢ arb _ ctd
b d b~ d
a c ma+nc
3. b d k mb+nd
a_°t_ ac _ 2
4. =7 k = o k

Bu 6zellikleri kullanarak asagidaki 6rneklerin ¢oziimlerinin nasil yapildigini
inceleyiniz [3].

|
X z o - v e
Aa‘) <= 35—’ =7 vex + 3y — z = 40 olduguna gore x, y ve z degerlerini
S| bulunuz?
O
Coziim:

Verilen orantinin oranti sabiti k olsun. O halde,
x y z
—_= —_= = k —1 = 3k’
35 2 x

olacaktir. Bu degerler x + 3y — z = 40 esitliginde yerine yazilirsa

y = 5k, z =2k
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5
x+3y—z=40=>3k+3.5k—2k=40=>16k=40:>k=5

olarak bulunur. O halde

_35_15 _55_25 _25_5
FESRT YTt AT T

bulunur.

!_-—

ﬁz a b . 3a+4b

Q| *—=— ise oranini bulunuz.

c 2 3 a+b

S

He)
Céziim:

. b
Verilen oranti %z 3= k olarak yazilir. Bu orantidan a = 2k, b = 3k olur.

3a+4b
a+b

oraninda kullanilirsa,
3a+4b _ 3.2k + 4.3k _ 18k _ 18

a+b  2k+3k Sk 5

Bu degerler

elde edilir.

[

ﬁ ea, b, c maddeleri % = g = %oranmda karistirilarak 180 gramlik karisim
g elde ediliyor. Bu karisimda ka¢ gram b maddesi kullaniimistir?
Cozim:

Verilen orantidan,

@b D=2k b=3kc=ak
27374 @z =skhe=

yazilir. Ayrica karisimin miktari 180 gram olduguna gore,
a+b+c=180= 2k+3k+4k =180 =k = 20
Olur. Budurumda b = 3k = b = 3.20 = 60 gram kullaniimistir.

K\

~| ® £=3, X=ivex+y+z=30iseydeéerikagt|r?
I} y 2 z 5

c

| -

O

Céziim:

Verilen orantilarin birincisinde y ikinin kati bir sayi, ikinci orantida ise
dordiin kati olarak verilmistir. Uygunlugu saglamak icin birinci orantiyi iki ile
genisletirsek
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a ile b dogru orantili ise
%:kwwa:kb

Oran, Oranti ve Denklem Problemleri

3.2 6

X
y 22 4’

4
5

N[

olacaktir. Budurumda x = 6k, y = 4k, z = 5k olur.
x+y+z=30 >6k+4k+5k=30=> k=2

olur. Bunagore, y = 4k = y = 4.2 = 8 olacaktir.

Oranti Cesitleri

Dogru Oranti: Orantili iki cokluktan biri artarken digeri de artiyor veya biri
azalirken digeri de azaliyor ise bu ¢okluklara dogru orantilidir denir.

aile b dogru orantiliise k € R* olmak lizere % = k veyaa = k. b olarak

yazilir.

Q| e 2 usta bir giinde 48 m? duvar boyarsa ayni nitelikte 5 usta bir giinde
kac m? duvar boyar?

Ornek

Cozim:

Usta sayisi artiginda yapilan is de artacagindan bu iki oran dogru orantilidir.

O halde,
2 usta ><48 m?2
5 usta x m?

5.48
2x =548 = x :T: 120m2

duvar boyar.

)

Aq‘) ¢ 60 cikolata li¢c cocuga; 3,4 ve 5 sayilariile dogru orantili olarak
C| paylastinliyor. En fazla gikolata alan cocuk kag cikolata almistir?
‘O
Cozim:

Cocuklarin aldigi ¢ikolata sayilari a, b ve c olsun. O halde,

a_b_c

21 5=k = a =3k, b=4k,c =5k

olur. 3k + 4k + 5k = 60 = 12k = 60 = k = 5’tir. En fazla gikolata alan cocuk,
¢ = 5k = 5.5 = 25 tane almistir.
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Ters oranti: Orantili iki cokluktan biri artarken digeri azaliyor veya biri azalirken
digeri artiyor ise bu ¢okluklara ters orantilidir denir [2,3]

. : . k
aile b ters orantiliise k € R olmak lizere a = L veya k = a. b olarak yazilr.

a ile b ters orantili ise

a= % veyak =a.b ¢ 5isci bir isi 12 saate yaparsa, 10 is¢i ayni isi ka¢ saate yapar?

Ornek

Coézim:

isci sayisi artiginda isin yapilma siiresi azalacagindan bu iki oran arasinda
ters oranti vardir. O halde,

51is¢ci ——» 12 saat

10 is¢i ——» x saat

5.12
512=10.x = x = ETS = 6 saat

olarak bulunur.

% e Birbirini geviren iki makine dislisinden birincisi dakikada 360 devir,
c ikincisi dakikada 240 devir donmektedir. Bu iki dislideki toplam dis sayisi
:0O | 540 ise kicik dislideki dis sayisi kagtir?

Coézim:

Disli sayisi artik¢ca devir sayisi azalacagindan disli sayisi ile devir sayisi
arasinda ters oranti vardir. Blyuk dislideki dis sayisi a, kigik dislideki dis sayisi b
olmak lizere a + b = 540°dr.

240 = b.360 = £ =300 _3 3k b = 2k
. = D. DS E— = - = =
a b 240 2 47°0

olur. O halde, a+ b =540 = 3k + 2k = 540 = 5k = 540 = k = 108 olur.
Kiglk dislideki dis sayisi b = 2k = 2.108 = 216 olarak bulunur.
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Birlesik oranti: Bir coklugun ayni anda bir ¢coklukla dogru orantili ve baska bir
coklukla da ters orantili ise iki durumu birlikte degerlendirmek gerekir. Boyle
durumlari bilesik oranti ile ifade edilir [3].

Aq‘_, * 3 isci, 18 m? haliyi 6 glinde dokursa ayni kapasitedeki 2 isci 24 m? haliy
S| kag giinde dokur?
O

Bu soruda gorildugi gibi isci sayisi (1. cokluk) giin sayisi (2. ¢okluk) ile ters
orantili ve dokunan hali alani (3. ¢okluk) ile dogru orantilidir. Bu ylizden her iki
durumu birlikte diistinmek gerekir.

3isci —> 6 giinde >< 18 m?

2 isci —> x glinde 24 m?

3.6.24
=12

3624 =2.%.18 = x = -~
X * =18

glnde dokurlar.

ﬁ e x, y ile dogru orantil z ile ters orantilidir. y = 2 ikenx = 4vez =9
€| dur.y =2vez = 4ikenx in degeri kactir?
O
Cozim:
Verilere gére x = k.golarak yazilir. Oranti sabiti k = xy—z = % = 18'dir.
Buna gore,
X.Z x.4
k=—=18 = T = x=9

olarak bulunur.

Aritmetik Ortalama: a4, a,, ..., a, gibi n tane sayinin aritmetik ortalamasi A.0 =
a +ay++ay

!: !

e Uc kisinin yas ortalamasi 20'dir. Bu guruba bir kisi daha katildiginda yas
ortalamasi 21 oluyor. Bu kisinin yasi kagtir?

ile bulunur [3].

Ornek
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iki sayinin geometrik

ortalamasi

G.0 =

a.a,

Oran, Oranti ve Denklem Problemleri

Coézim:
Verilen Ug kisinin yas ortalamasi 20 oldugundan,

X1 +x, +x
%:20 = X, + X%, + X3 = 60

olur. Guruba bir kisi daha katilirsa, yas ortalamasi

(x1 +x; +2x3) + x4

21
4

Olup buradan

60 + x4
4

=21= x,=24

bulunur.

\
T

ﬁ ¢ 5 tane sayinin aritmetik ortalamasi 28'dir. Bu sayilara hangi sayi
C | eklenirse aritmetik ortalama 30 olur?
:0

Cozim:
Verilenlere gore,

X1+ Xy +x3 + x4 + X5
5

olup xg sayisi da eklenirse,

= 28 =>x1+x2+x3+x4+x5=140

(1 + x5 + x5+ x4 + x5) + x¢
6

=30 = 140 + x4 = 180 = x = 40

olarak bulunur.

Geometrik Ortalama

ap,as, ..., a, gibi n tane sayinin geometrik ortalamasi G.0 =
“/a;.a,.....a, olarak verilir. Buna gore iki sayinin geometrik ortalamasi G.0 =
v/aj.a, olur [2,3]

A

¢ 8, 27 ve 64 saylilarinin geometrik ortalamasini bulunuz?

Ornek

Céziim:

Verilen ¢ sayinin geometrik ortalamasi istenmektedir. O halde

G.0 = /8.27.64 = y23.3343 = 2.3.4 = 24
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olarak bulunur.

—

K\

|
* x ve y'nin geometrik ortalamasi 4'tiir. x, y ve z'nin geometrik ortalamsi
6 olduguna gore z sayisi kagtir?

Ornek

Coézim:

Verilenlere gore,

\/ﬁ=3 >x.y=9

ve
x.y.z=6 = x.y.z =6 =216
=9.z=216 = z=24
bulunur.

DENKLEM PROBLEMLERI

Matematikle ugrasmanin insanlarin muhakeme kabiliyetine ¢ok biyuk katkisi
oldugu bilinmektedir. insanlar giinliik hayatlarinda bircok problemin ¢éziimii icin
zihninden denklem kurar ve ¢6ziim yapar. Cogu zaman problemleri ¢ozmek igin
problemde verilen duruma uygun disen bir matematiksel ifade olusturur. Bu
Unitenin amaci denklemleri gilinlik hayattaki durumlara uygulamaktir. Bu
uygulamalari alt basliklar altinda 6érneklerle verelim.

Sayi Problemleri

—

K\

e Bir sayinin % ile % inin toplami 28 ise bu sayi kagtir?

Ornek

Cozim:
Sayi x olsun. O halde bu sayi igin,

x+x 28 4x + 3x 28
— — - — =
3 4 12

12.28
= 7x =12.28 =>x=T=48

bulunur.
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Cozim:

—

/A

—

Ry
GC" e Bir top kumasin 6nce % 'i, sonra kalanin % ' satiliyor. Geriye 12
| -

:O | metre kumas kaldigina gore, kumasin tamami kag metredir?

. X .
Kumasin tamami x metre olsun. llk durumda satilan kumas S metredir.

X 4x T 4x 3 _ 3x
Kalan kumas x — =5 metre olur. Ikinci adimda satilan kumas i metre

3x 4x . 4x X
=3 metre olur. Geriye x — <=3 metre

olacaktir. Toplam satilan kumasg §+ .
kumas kalir. Kalan kumasin 12 metre oldugu 6rnekte verildigine gore,

x
§=12 = x =60

metre elde edilir.

—

| ¢ \
~
@ | * Bir otoblisdeki erkek yolcularin sayisi bayanlarin 3 katidir. Otoblisden 8
c . . N
& karikoca inerse, erkeklerin sayisi bayanlarin 5 kati olacaktir. Buna gore
‘O otobiisde kac erkek yolcu vardir.
Cozim:

Otobius deki erkek yolcu sayisini E ile bayan yolcu sayisini da K ile
gosterelim. Soruda verilenlere gore,

E =3K

ve otoblis den 8 kari koca inerse erkek ve bayanlarinsayisi E —8ve K — 8
olacaktir. Buna gore,

E—-8=5K—-8)=E=5K-32
olur. Son esitlikte E = 3K kullanilir ise,
3K=5K-32 =2K=32 =K=16

bulunur. istenen erkek sayisi olduguna gore, E = 3K = 3.16 = 48 olur.

K\

e Bir deponun % 'si bostur. Depoya 14 litre su ilave edilince deponun % 'i
doluyor. Deponun tamami kag litre su alir?

Ornek
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Coézim:

. 2x . . 3x .
Deponun tamami x litre su alsin. Deponun < | bos ise < | dolu olacaktir.

Bunun Uzerine 14 litre su konduguna gore,

= 70
—_— = — — = f—t =
5 5 5 X

litre olarak bulunmus olur.
Yiizde-Faiz Problemleri

a sayisinin % b si a.% seklinde ifade edilir. Bir yatirima ait faiz geliri

Faiz = Ana para. ylizde orani . zaman
ile hesaplanir. Sembolik olarak bu formiil
F=An.t
seklinde gosterilir. Benzer olarak;

Toplam Maliyet: Bir Griinin pazara sunulmasina kadar gegen sire icindeki
Grlin icin harcanan para,

Toplam Hasilat: Bir Griinden elde edilen tiim gelir,
Kar = Toplam Hasilat — Toplam Maliyet
bir Grinin satis fiyati ise
Satis Fiyati = Alis Fiyati + Kar (Satis fiyati=Alis fiyati-zarar)

biciminde ifade edilir.

-

® Hangi sayinin % 40 'Inin 4 fazlasi, ayni sayinin % 60 'Ina esit olur?

X
(]
c
—

o

Coézim:
Bu sayi x olsun. Soruya gore,

0 60
700" * T 7100

olarak yazilir. Bu esitlikten,

4_60x—40x:20x_4: — 20
=7 100 100 =
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bulunur.

N

* 40 sorunun soruldugu bir sinavda bir 6grenci sorularin % 75 'ini dogru
cevaplamistir. llk 25 sorunun 17'sini dogru cevapladigina gore kalan
sorularin kag tanesini yanlis cevaplamistir?

Ornek

Cozim:

Sinavda sorulan 40 sorunun % 75 i 4—0.17750 = 30 olacaktir. O halde toplamda

10 soruyu yanhs cevaplamistir. ilk 25 sorunun 17 si dogru ise 25 — 17 = 8 soru
yanlistir. Sonug olarak kalan sorularin 2’sini yanlis cevaplamistir.

| A

f_, ® % 30 karla satilan bir malin satis fiyati Gzerinden % 20 indirim yapiliyor.
g Bu duruma gore alis fiyati tizerinde kar ylizdesi kagtir?

Cozim:

Bu tir problemleri ¢ézerken 100 sayisi alinarak problemi cozmek kolay
olacaktir.

O halde malin alis fiyati 100 TL olsun. % 30 karla satarsak
) 30
Satis fiyati = 100+ 100——=130TL
100
olacaktir. Satis fiyati lizerinden % 20 indirim yapilirsa,

20
Satis fiyati = 130 — 130.m =130 —-26 = 104TL

olur. Uriin 100 TL ye alinip son olarak 104 TL'ye satildigina gore kar orani % 4’tiir.

¢ Bankaya yillik % 3 faizle yatirilan 1200 TL' nin 3 yillik faiz getirisi
ile yillik % 6 faizle 3 ayligina yatirilan bir miktar paranin faiz getirisi
esit ise bankaya yatirilan para kag TL dir? ‘

Ornek "]

Céziim:

ikinci bankaya yatirilan para miktari x TL olsun. Her iki durum iginde faiz
hesaplanirsa;

3
F, = 1200.—.3 = 108 TL
A 00.755-3 = 108
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6 1 18x

olacaktir. F,’de aylik faiz hesaplandigindan 12 ile bolinmustir. Bu faizler esit
oldugu verildigine gore,

18x

= —t =
1200 108 x =7200TL

olarak bulunur.

e Bir satici elindeki iki maldan birini % 40 karla 840 TL ye, digerini %
40 zararla 840 TL ye satmaktadir. Saticinin her iki satistaki kar
zarar durumu nedir?

Ornek "]

Cozim:
Birinci malin ahs fiyati x lira ikinci malin alis fiyati y lira olsun. Soruda
verilenlere gore,

L 20X 840 = x = 600TL
*TT00 x=

olur. Birinci maldan elde edilen kar 840 — 600 = 240TL olur.
ikinci mal ise,

20V _ 640 = y = 1400 TL
Y700 " Y=

bulunur. ikinci maldan elde edilen zarar 840 — 1400 = —560 TL olacaktir. Bu iki
malda elde edilen sonug 240 — 560 = —320 TL zarar s6z konusudur.

Hareket Problemleri

Hareket problemlerini ¢ozerken yol esittir hiz carpi zaman formuliini
kullanilir. L yol, t zaman, v hizi géstermek Uzere,

l=v.t (Yol = Hiz.Zaman)

Toplam yol

Ortalama hiz =
Toplam zaman

olarak ifade edilir.

—

i\

p—

Aqﬁ) e Aralarinda 450 km uzaklik bulunan iki aragtan biri saate 50 km hizla,
c digeri saate 40 km hizla birbirine dogru harekete gegiyorlar. Kag saat
O| sonra karsilasirlar?
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Coézim:
50 km/sa 40 km/sa
D . S—
A C B

A ve B noktalarindan hareket eden araglar t saat sonra C noktasinda
karsilassinlar. Bu durumda

|AC| = 50t ve |BC| = 40t
olur. |AB| = 450 km olduguna gore,
50t + 40t = 450 = 90t = 450 = t = 5 saat

olarak bulunur.

5

—
-

e Bir ara¢ A sehrinden B sehrine 30 km/saat hizla gidip 50 km/saat hizla geri
donulyor. Gidis-donis 16 saat stirdiigiine gore bu serihler arasi uzaklik kag
km'dir?

Ornek

Cozim:

Gidis t saat, donls (16 — t) saat slirecek ve gidis-donis yolu birbirine esit
oldugunda,

30t = 50(16 — t) = 30t = 800 — 50t
= 80t = 800 = ¢t = 10 saat
olur. |AB| yolu
|AB| = 30t = 30.10 = 300 km

olarak bulunur.

-

| ® Hizlari saatte 30 km ve 50 km olan iki arag ayni anda A'dan B'ye dogru
GC-’ hareket ediyorlar. Hizli giden arag B ye varip hi¢ beklemeden geri
6 doniyor. Bu araglar hareketlerinden 8 saat sonra C noktasinda
’ karsilastiklarina gore A ile B arasi kag km dir?
Cozim:

30 kmisa, x km

A | B
50 km/sa C
—>

8 saat sonra C noktasinda karsilastiklarina gore,

|AC| = 30.8 = 240 km
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Karisim orant =

Saf madde

Tim karisum

Oran, Oranti ve Denklem Problemleri

olacaktir. Hizi saatte 50 km olan arag 8 saatte | AB| yolunu gidip hi¢ beklemeden
donip C noktasina geldigine gore toplam gittigi yol |AC| + |CB| + |BC| olur. Buna
gore,

50.8 =240+ 2x = x =80 km
olup |AB| = |AC| + |CB| = 240 + 80 = 320 km olarak bulunur.

A

|

f_, ¢ Aralarinda 40 km mesafe bulunan iki aragtan arkadakinin hizi saatte 100
€ | km, 6ndekinin hizi saatte 80 km olmak iizere ayni anda ayni yéne dogru
O | harakete bashyorlar. Kag saat sonra arkadaki ara¢ 6ndeki araca yetisir?

Cozim:

100 km/s 80 km/sa
4 —>

A B C
40 km

Arkadan gelen ara¢ 6ndeki aracia t saat sonra C ‘de yetismis olsun. Bu
durumda,

|AC| = 100.t, |BC| = 80.t

|AB| = |AC| — |BC|
=40 =100.t — 80.t = 40 = 20.t = t = 2 saat

olur.

Karisim Problemleri
Karisim problemlerin ¢bzerken, istenen saf maddenin tim karisima orani bize
karisim oranini verir. Bu oran,

Saf madde

Karisim orant = ———
Tum karisim

olarak yazilir [3].

=

e Tuz orani % 20 olan 30 kg'lk tuzlu su karisimina 10 kg tuz, 10 kg su
katilirsa karisimin tuz orani kag olur.

Ornek
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Coézim:
30 kg'hk karisimda 30.% = 6 kg tuz vardir. Bu karisima 10 kg tuz
katildigindan tuz miktari 16 kg olacaktir. O halde,

T _ 16
uz orant = 0

olur. Basit bir orantiyla,

50 kg 16 kg tuz

100 kq>< x ka tuz

50.x = 1600 = x = 32

yani tuz orani % 32 olur.

[

ﬁ * % 20'lik 80 kg tuzlu su sicak ortamda bir siire kalinca 64 kg oluyor. Bu
€ | durumda yeni karisimin tuz orani nedir?

8

¢oziim:

Karisimdaki tuz miktari 80.% = 45 kg olacaktir. Buharlasma esnasinda tuz

miktari degismediginden

16
Karisim orant = — =

25

1
6 4 100
yani, % 25 ‘lik bir karisim olur.

* % 40'I seker olan 40 kg'lik karisimla, % 10'u seker olan 40 kg olan karisim
karistirilirsa karisimin seker orani ne olur?

Ornek

Cozim:
40 kg’lik sekerli suyun 40.% = 16 kg'1 sekerdir.

40 kg’lik sekerli suyun 40.% = 4 kg 1 sekerdir.

O halde,

) 1644 20 1 _ 25
seker oram = o T 80 2~ 100

olur. Yani seker orani % 25’tir.
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Ozet

*Matematigin temel konularinda olan oran ve oranti verilmis, dogru
oranti, ters oranti, bilesik oranti kavramlari agiklanmistir. Ayrica
Aritmetik ortalama ve geometrik ortalama kavramlari tanitilarak
ornekler verilmistir.

eAyni cins iki goklugun birbirine bdliinmesine oran, iki veya daha ¢ok
oranin birbirine esitligine oranti, orantili iki gokluktan biri artarken
digeri de artiyor veya biri azalirken digeri de azaliyor ise bu
cokluklara dogru oranti, orantili iki cokluktan biri artarken digeri
azaliyor veya biri azalirken digeri artiyor ise bu ¢okluklara ters
orantilidir denir.

e Karsilasabilecegimiz denklem problemleri incelenmis, denklem
kurma ve denklemi ¢c6zme teknikleri hakkinda bilgi verilerek
orneklerle desteklenmistir.

eSayi problemleri konularina gore siniflandirlarak, karisim
problemleri, hiz problemleri faiz problemleri 6rneklerle
aciklanmistir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

o .. 5ab .. o .
olduguna gore 2 p7 kesrinin degeri kagtir?

S
O 00 N O U1 NIw

. . . k 2 s 4
2) Bir ressam kirmizi, sari, mavi renkli boyalari S=Zve =2 oranlarinda

kullanarak bir karisim elde etmek istiyor. Ressam 290 gramlik bir karigim
hazirladigina gore, karisimdaki kirmizi boya kag gramdir?

a) 80

b) 90

c) 100

d) 110

e) 120

3) Ayni kapasitede 12 isci bir isi birlikte 42 saatte bitiriyorsa, ayni isi 9 isci
birlikte kag saatte bitirir?
a) 60
b) 56
c) 54
d) 48
e) 39

4) 5 tane sayinin aritmetik ortalamasi 28’dir. Bu sayilara hangi sayi eklenirse
aritmetik ortalamasi 30 olur?
a) 30
b) 32
c) 34
d) 38
e) 40

5) 17’den gikarildiginda 15’in (gte ikisinden 4 fazla olan sayi kagtir?
a) 14
b) 10
c 9
d) 7
e) 3

- 8l
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6) Bir adam bir binanin merdivenlerini ikiser ikiser cikip tiger Uger iniyor. inis
ve ¢ikigin tamamini toplam 60 adimda bitirdigine gére merdiven kag
basamaklidir?

a) 90
b) 84
c) 80
d) 72
e) 60

7) % 40 zararla 120 TL ye satilan bir mal, % 20 karla kag TL ye satilirdi?
a) 120
b) 200
c) 240
d) 250
e) 260

8) Bankaya yillik % 4 faizle yatirilan 300 TL 2 yil sonra faiziyle birlikte kag TL
olur?
a) 310
b) 316
c) 320
d) 324
e) 340

9) Bir arag iki sehir arasini 8 saatte gidiyor. Hizini saatte 30 km daha artirirsa
iki sehir arasini 6 saatte gidecektir. Buna gore bu sehirler arasi ka¢g km’dir?
a) 320
b) 460
c) 540
d) 620
e) 720

10) Seker ylizdesi % 60 olan 20 kg sekerli suya 6 kg seker, 10 kg su katilirsa
elde edilen karisimin seker orani ylizde kag olur?
a) 55
b) 50
c) 45
d) 40
e) 35

Cevap Anahtan
1.b,2.3,3.b,4.e,5.¢,6.d,7.c,8.d,9.e "°"
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® Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

e Lineer Denklem kavramini
o0grenecek,

e Aralarinda dogrusal iliski bulunan
iki degiskenden birinin digerine
baglh olarak nasil degistigini tablo,
grafik ve denklem ile ifade
edebilecek,

e Glnlluk hayatta karsilastiginiz
matematiksel problemleri lineer
denklem olarak yazabilecek,

e Birinci ve ikinci dereceden
esitsizliklerin ¢6zim kiimelerini

B

© Bu iinitenin tim yayin haklari Atatiirk Universitesi Acikégretim Fakiiltesi’ne aittir. Yazili izin alinmadan
Uinitenin tiimiiniin veya bir kisminin elektronik, mekanik ya da fotokopi yoluyla basimi, yayimi, ¢ogaltimi ve
dagitimi yapilamaz.

HEDEFLER




Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

ESITSIZLIKLER

=
Ll
—1
2
Z
Ll
O
oc
Ll
Ll
Z
p—

Atatiirk Universitesi Acik Ogretim Fakiiltesi



Dogrusal denklem ve
Lineer denklem
ifadeleri birbirlerinin
yerine kullanilirlar.

ax+b=0,a#0
bigimindeki
denklemlere bir
bilinmeyenli lineer
denklem,
ax+by+c=0,
a+0,b+0
bicimindeki
denklemlere ise iki
bilinmeyenli lineer
denklem denir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

GIRIS

Denklem ve esitsizlik kavramlarinin ne oldugu hakkinda genel bir bilgiye
sahip oldugunuzu biliyoruz. Denklemler yazilis bigimlerine, ihtiva ettigi terimlere
bagli olarak gesitli isimler ile ifade edilmektedir. Bu Uinitede, birinci baslikta Lineer
Denklemler ikinci baslikta ise Esitsizlikler tanitilacaktir. “Dogrusal baglanti nedir?
Birbirine bagli olarak meydana gelen gesitli olaylar arasindaki iliskiler nasildir? Bu
iliskiler matematiksel olarak nasil ifade edilebilir?” sorulari ile sik¢a karsilasiriz.
Mesela, bir taksiye bindigimizde taksimetre aclilis licretinden sonra gidilen her
kilometre i¢in bir Ucret yazildigini hepimiz gérmusiizdiir. Buna gore gidilen mesafe
ile Gcret arasinda bir iliskinin oldugunu biliriz. Bu ve bunun gibi olaylar arasindaki
iliskiyi ifade edebilecegimiz bazi denklemlere dogrusal denklem adini verecegiz.
Matematikte oldugu kadar, mihendislik, ekonomi, fizik vb. gibi alanlarda bircok
problem dogrusal (lineer) denklem biciminde ifade edilebilirler. Dogrusal (lineer)
denklem, terimlerinin her biri ya birinci dereceden degisken ya da bir sabit olan
denklemlerdir. Boyle denklemlere "dogrusal (lineer) " denmesinin nedeni
icerdikleri terim ve degiskenlerin sayisina bagh olarak dizlemde ya da uzayda bir
dogru belirtmesindendir. Ayrica Lineer denklemin 6zel durumda grafiginin nasil
oldugu hakkinda bilgiler verilecektir. Esitsizlikler bolimiinde bir bilinmeyenli
birinci ve ikinci dereceden esitsizlikler incelenip ¢6ziim kiimelerinin nasil
bulunduklari tablolar olusturularak érnekleriyle agiklanacaktir. Ayrica, iki
bilinmeyenli birinci dereceden esitsizlikler incelenip ¢6ziim kiimeleri bulunacaktir.

LINEER (DOGRUSAL) DENKLEM

Lineer Denklemler

3. Unite’de denklemleri ve 4. Unite’de ise denklem kurma problemlerini
o6grenmistik. Bu lnitede lineer (dogrusal) denklemin ne oldugunu ve bu
denklemlerin ¢6ziimlerini inceleyecegiz.

Tanim 5.1

a,b € R reel sayilar x bilinmeyen olmak tizereax + b = 0,a # 0
bicimindeki denklemlere bir bilinmeyenli lineer denklem adi verilir.

Bir bilinmeyen iceren bir denklemin ¢6ziim, degiskenin yerine yazildiginda
denklemi saglayan sayidir. ax + b = 0 lineer denklemi igin ¢c6zim x = —b/a
sayisidir.

Bundan sonra bilinmeyene dedisken adini verecegiz.

- -~ 86
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Egimi m ve gectigi bir
noktasi (x4, y;) olan
dogrunun denklemi
y— y1=m(x— x1)
bigimindedir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

L; \

e2x — 5 = 0 lineer denkleminin ¢ozimi x = 5/2 sayisidir.

Ornek

iki ya da daha ¢ok degiskenli lineer denklem tanimi benzer olarak yapilir. Biz

bu Unitede bir ve iki bilinmeyenli lineer denklemlerle ilgilenecegiz.

Tanim 5.2

a,b,c € R,a # 0,b # 0reel sayllar x, y bilinmeyenler (degiskenler)
olmak tzere ax + by + ¢ = 0 bigcimindeki denklemlere iki bilinmeyenli

lineer denklem adi verilir.

iki bilinmeyenli (degiskenli) lineer denklemin bir ¢c6ziimi, denklemi saglayan
bir sirali reel sayi ikilisidir. Bir degiskenli lineer denklemin ¢6zUm bir tek reel sayi
idi. iki degiskenli lineer denklemin ¢dziimiiniin ¢ok sayida sirali reel say ikilileri
olduguna dikkat etmeliyiz.

| /A
< | *2x — 3y + 3 = 0 lineer denkleminin bir ¢6ziimii (0,1) sirali reel sayi
C | ikilisidir. Denklemin bir baska ¢6zimii ise (—%, 0) ikilisidir. Benzer
‘Ol olarak baska sirali ikililer de bulunabilir.

iki bilinmeyenli lineer denklemin ¢éziimlerini bulmak icin bilinmeyenlerden
biri yerine keyfi bir sayi yazilir. Elde edilen yeni denklemden diger bilinmeyen
¢Ozulir. Yukaridaki 6rnekte, x = 0 yazilirsa, =3y + 3 = Ove buradanday =1
bulunur. Buna gore denklemin bir ¢6ziimii olarak (0,1) sirali ikilisi elde edilmis
olur.

iki Degiskenli Lineer Denklem Grafigi

ax +by+c=0,a#0,b # 0lineer denklemin ¢6ziim{ olan sirali ikililer

bir dogru tizerinde bulunurlar. Bu dogru, iki degiskenli lineer denklemin grafigi
a
b
m, —% = n olarak alinirsa, y = mx + n bigciminde dogru denklemi elde edilmis

olarak adlandirilir. ax + by + ¢ = 0 esitligindeny = ——x —%yazmr. —% =

olur. Sekil 5.1’deki grafigi inceleyiniz.
Denklemdeki m katsayisina dogrunun egimi denir.

Egimi m ve gectigi bir noktasi (x1,y;) olan dogrunun denklemi
y— y1=m(x — x1)
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bicimindedir. Benzer olarak iki noktasi (x;,y;) ve (x2, ¥,) biciminde verilen
dogrunun denkleminim = Y2~V
X2—X1

olmak Uzere
Y=y =mx— x)
biciminde yazilir. Sekil 5.2’deki grafigi inceleyiniz.

y 4 y 4 (752‘}’2H
n |
_E (x1, 1) BN
Py =Xy o
0 'y' 0 X
Sekil 5.1 Sekil 5.2

*Egimi 2 olan ve (1, —3) noktasindan gecen dogru denklemini
bulunuz.

Ornek

Cozim:
Egimi ve gectigi bir noktasi verilen dogrunun denklemi
y—y1=m(x— x1)
biciminde idi. Buna gore dogrunun denklemi
y—(-3)=2(x—-1)=>y=2x-5
biciminde elde edilir. Grafigi inceleyiniz (Sekil 5.3).

2x —y + 1 = 0 dogrusunu giziniz.
x =0 iciny =1, (0,1) sirali ikilisi bir ¢ozim ve y = 0 icin x =

Ornek '7_]

-1/2, (—%, 0) sirali ikilisi de bir diger ¢éziim olur. Bu sirali ikililer

koordinat sisteminde isaretlenip bu noktalardan gecen dogru
cizilir. Grafigi inceleyiniz (Sekil 5.4).
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y A Yy A

/ 1
5 1

2 2

J L]h 0 Y 0 ¥
!\;

y=mx+n
dogrusunun grafigini
¢izmek igin, dogrunun
eksenleri kestikleri
noktalari isaretleyip bu
noktalardan gecen diiz
bir ¢izgi cizmek

v

v

Sekil 5.3 Sekil 5.4

N

-

= *y = 3x + 1 dogrusunun grafigini ¢iziniz ve benzer 6rnekleri siz
yeterlidir. E olusturunuz.

& 2y —3x 4+ 1 = 0 dogrusunun egimini bulunuz.

2 e2x — 4y = 1 dogrusunun eksenleri kestikleri noktalari bulunuz.

]

=

ax+by+c=0,a#0,b# 0lineer denklemi, 4 = —2, B = —% olmak lzere

x Yy
—+==1
A B

biciminde de yazilabilir. Bu denklemde x = 0 yazilirsa, y = B ve benzer olarak
y = 0 vyazilirsa, x = A bulunur. Yani, dogru denklemindeki paydada bulunan
sayilar dogrunun sirasiyla koordinat eksenlerini kestikleri noktalardir. Koordinat
eksenleri Gzerinde bu uzunluklar isaretlenip birlestirilerek dogrunu grafigi gizilir.

e3x — 4y — 1 = 0 dogrusunu giziniz.

4
(]
[
| -

O

Coézim:
Verilen dogru denklemi % +2%=0

3 a
biciminde yazilir. Buna gore dogru, x ekseninin /%

1 . 1
3y eksenini ise ~a noktalarinda keser. Bu U Y

v

noktalar koordinat ekseninde isaretlenip
birlestirilir ise dogru grafigi cizilmis olur.
Asagidaki grafigi (Sekil 5.5) inceleyiniz. Sekil 5.5

1
4

Bu dogru lizerindeki tiim noktalar lineer denklemin ¢éziimleridir.
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Dogru grafiği animasyon 1.ppsx

y = mx + n dogrusu
Gzerindeki tim noktalar
lineer denklemin bir
¢OzUmdur.

a1 x+byy+c =
0,a; #0,b; # 0ve
ax + b,y +c, =
0,a, # 0,b, # 0 lineer
denklemleri ile verilen
dogrular ya tek bir
noktada kesisirler ya
paraleldir ya da
cakisiktirlar.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

Yatay ve Diisey Dogrular

ax+by+c=0,a+0,b+ 0dogru
denkleminde b = 0 alinirsa x = —%dogrusu
bulunur. Bu dogru diisey dogru veya y eksenine
paralel dogru adini alir. Benzer olaraka = 0
alinirsay = —%dogrusu bulunur. Bu dogru

yatay dogru veya x eksenine paralel dogru adini
alir.

Y A

0

v

-5

Sekil 5.6

Yandaki grafikte (Sekil 5.6) x = 3 ve y = —2 dogrulari verilmistir.

iki Dogrunun Birbirlerine Gére Konumu

ax+byy+c, =0,a, #0,by #0vea,x+ b,y +c, =0,a, #0,b, # 0
lineer denklemleri ile verilen dogrularinin birbirlerine gére konumlarini

inceleyelim. Diizlemde dogrular ya tek bir noktada kesisirler, ya paraleldirler veya

cakisiktirlar. Eger

G Diige dogrular tek bir noktada kesisirler A
a bz y
(Sekil 5.7), \
aq b1 . o . . 0 >
e — = —jse dogrular paraleldir (Sekil 5.8), ¥
ar b,
a; _ by _c1. o ]
e — = — = —=jse dogrular ¢akisiktir (Sekil 5.9).
a, b, ¢ Sekil 5.7
Y A Y A
0 e 0 e
Sekil 5.8 Sekil 5.9
! \
S| *3x—y+1=0ve x +y+4 = 0dogrularinin birbirlerine gére
€| konumlariniinceleyiniz. Varsa kesisme noktasini bulunuz.
O
90
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a,b € Rvea # 0 reel
sayllar olmak lizere
ax+b >0 ax+b =
0, ax+b<Oveax +
b < 0 bigimindeki
ifadelere birinci
dereceden bir
bilinmeyenli esitsizlik
denir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

a; by 1 -1 1

—_— e — = — = — -

a, b, -2 2 2 3
-2 2

Coziim: Birinci denklemde y degeri ¢oziiliirse, y = 3x + 1 bulunur. Bu deger ikinci
denklemde yerine yazilirsa, x + y +4 = x + 3x + 1 + 4 = 0 ve buradan da 4x +

5 = 0 bulunur. Bu esitlikten de x = —Zelde edilir. Bulunan bu deger yukaridaki
dogru denklemlerinin herhangi birinde yerine yazilirsa, y = —171 bulunur.
| /A
S| ex—y+2=0ve —2x + 2y + 3 = 0 dogrularinin birbirlerine gore
€| konumlariniinceleyiniz.
0O

Cozim:

);A

v

2

oldugundan dogrular paraleldir (Sekil 5.10 ). /0 /3 v

Sekil 5.10

ESITSIZLIKLER

Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

Esitsizliklerin ¢6zim kiimelerinin sonsuz elemanli kiimeler olduklarini
biliyoruz. Burada, birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler, ikinci dereceden
bir bilinmeyenli esitsizlikler ve birinci dereceden iki bilinmeyenli esitsizlikler
incelenip ¢6ziim kiimeleri bulunacaktir.

a,b € R,a # 0 reel sayilar olmak lizereax +b >0, ax+b =0, ax +
b < 0ve ax + b < 0 bicimindeki ifadelere birinci dereceden bir bilinmeyenli
esitsizlik denir. Birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizliklerin ¢6ziim kiimeleri
bulunurken, ax + b = 0 denkleminin ¢6zimi bulunup esitsizligi saglayan noktalar

. . b . . . .
kiimesinin x = - noktasinin saginda kalan kiime mi yoksa solunda kalan kiime

mi olduguna bakilir. Bunun igin isaret inceleme tablosu adini verdigimiz asagidaki
gibi bir tablo olusturulur (Tablo 5.1). Verilen esitsizlige uygun olan aralik ¢6ziim
kiimesi olarak bulunur.

Tablo 5.1
X —00 —b/a +o0
ax +b | aile zit isaretli 0 a ile ayni isaretli
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

| /A

e3x — 1 = 0 esitsizliginin ¢6zlim kiimesini bulunuz.

Ornek

Coziim: Yukaridaki tabloya gore isaret incelemesi yapilirsa,

X ) 1/3 +oo0
3x—1 |- 0+

olur. Buna gore 3x — 1 = 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi x > 1/3 olan noktalar
kiimesidir.

| /A

e—2x + 6 < 0 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

Ornek

Coziim: Verilen esitsizlige gore isaret inceleme tablosu olusturulursa,

x —0 3 40
—2x+ 6 + c -

olur. Buna gore , —2x + 6 < 0 esitsizliginin ¢6zim kiimesi x < 3 yani, 3'ten kiguk
olan tim reel sayilar kiimesidir.

Esitsizlik Ozellikleri

Esitsizligin ¢c6zim kiimesinin bulunmasinda kolayliklar saglayan 6zellikleri
soyle siralayabiliriz:

e Bir esitsizligin her iki yanina ayni reel sayi eklenir veya ¢ikartilirsa
esitsizlik yonl degismez.

e Bir esitsizligin her iki yani pozitif sayi ile carpilir veya bollinlirse
esitsizlik yoni degismez.

e Bir esitsizligin her iki yani negatif bir say! ile carpilir veya bolinirse
esitsizlik yon degistirir.

| /A

S| *—2x 4 6 < 3(x — 2) + 5 esitsizliginin ¢6ziim kimesini bulunuz.
c
(@)
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Bir esitsizligin her iki
yanina ayni reel sayi
eklenir veya
cikartilirsa esitsizlik
yoni degismez. Bir
esitsizligin her iki yani
pozitif sayi ile carpilir
veya bolinirse
esitsizlik yoni
degismez. Bir
esitsizligin her iki yani
negatif bir sayi ile
carpilir veya
bollnirse esitsizlik
yon degistirir.

ax?+bx +c >0,
ax?+bx+c >0,
ax?+bx+c<0ve
ax’+bx+c<0
bicimindeki ifadelere
ikinci dereceden bir
bilinmeyenli esitsizlikler
denir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

Coziim: —2x + 6 < 3(x — 2) + 5 esitsizligine yukarida belirtilen 6zellikler

uygulanarak gerekli islemler yapilirsa,

—2x+6<3x—6+5

—2x—3x<—-6—6+5,

—5x< -7,

Esitsizligin her iki tarafi -5 ile boltndr.

Buna gore x > 7/5 bulunur.

x'li terimler bir tarafa sayilar bir tarafta toplanir,

| /A

-z
Q
c
-

‘O

2x—
x+2

= 0 esitsizliginin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Coziim: Esitsizlikte verilen pay ve paydadaki ifadelerin isaret incelemesi ayri ayri

yapilip bolimin isareti incelenir.

S 2 1/2 i
2x—1 = - )+
x+2 - 0+ +
2x_1 + )- )+
x+2

Yukaridaki tabloya gore esitsizligin ¢coziim kiimesi ¢ = (—o0,—2) U

[%, +00) bigiminde bulunur.

Esitsizliklerin ¢6ziim kiimeleri aralik olarak da yazilabilir. 2. Unite’de aralik

kavramindan bahsedilmisti. Hatirlamak maksadiyla esitsizliklerin aralik olarak

gosterimi asagidaki gibi bir tablo ile verilebilir [2]:

Tablo 5.2
Esitsizlik Gosterimi Arahk Gosterimi
a<x<bh [a, b]
a<x<b [a, b)
a<x<bh (a,b]
a<x<bhb (a,b)
x<b (=00, b]
x=a [a, )
x<bh (=, b]
x<b (=o,b)
x=a [a, )
x>a (a, )
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

ax®?+bx+c>0,ax?+bx+c>0,ax’>+bx+c<0veax?+ bx +
¢ < 0 bigimindeki ifadelere ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler denir. Bu
tir esitsizliklerinin ¢6ziim kiimelerini bulmak icin ax? + bx + c ifadesinin
isaretinin incelenmesi kullanilir. Bunun igin asagidaki durumlari géz 6niine
alacagiz.

e A= b?%—4ac > 0ise ax® + bx + ¢ = 0 denkleminin iki farkli koktinin

~bVa ile bulunur. ax? + bx + ¢

oldugunu biliyoruz. Bu kékler x4, =

ifadesinin isaret inceleme tablosu asagidaki gibi yapilir (Tablo 5.3)[6].

Tablo 5.3
X —0o X, X +o0
a ile ayni aile zit a ile ayni
ax? + bx | isaretli 0 isaretli isaretli
+c

3x% — 2x — 1 > 0 esitsizliginin ¢éziim kiimesini bulunuz.

/A
X

Q

c

| -

|

0]

Cozim:

3x% — 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri bulunursa, A= b? — 4ac = 4 —

12 =160lupx; = 1,x, = —% bulunur. Buna gore isaret inceleme tablosu
X —00 Eace)
—1/3 1
3x2 - 2x - 1 + 0 = 0
| |

biciminde olur. O halde verilen esitsizligin ¢ozim kiimesi (—00, - é] U [1,+)

biciminde elde edilir.

e A= b? —4ac = 0ise ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin gakisik iki kokiinin
oldugunu biliyoruz. Bu kdkler x; = x5 = ;—: ile bulunur. ax? + bx + ¢

ifadesinin isaret inceleme tablosu asagidaki gibi yapilir (Tablo 5.4).

Tablo 5.4
X —00 —b +oo
S AT
ax?® + bx | aileayniisaretli 0 a ile ayni isaretli
+c |
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

x% — 2x + 1 < 0 esitsizliginin ¢éziim kiimesini bulunuz.

Ornek F

x? — 2x + 1 = 0 denkleminin kokleri bulunursa, A= b? — 4ac = 0 olup
X, = x, = 1 bulunur. Tablo 5.4’e gore isaret inceleme tablosu

X —00 400
X1 = Xy 1

2
x“—2x+1 |+ 0

biciminde olur. Tabloya bakilirsa verilen ikinci dereceden ifadenin higbir yerde
negatif olmadig gériilir. Bu ise x? — 2x + 1 < 0 esitsizliginin ¢dziim kiimesi bos
kiime olur. C = @.

e A= b? —4ac < 0ise ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin reel kokleri yoktur. Bu
halde ax? + bx + c ifadesinin isaret inceleme tablosu asagidaki gibi yapilir

(Tablo 5.5).
Tablo 5.5
X —00 400
ax® + bx | aile ayniisaretli
+c

-

e\

a4
()
c
| -

2x% + 3x + 1 > 0 esitsizliginin ¢dziim kiimesini bulunuz.
H@)]
Cozim:

2x% + 3x + 1 = 0 denkleminin kokleri bulunursa, A= b? —4ac =9 —
24 < 0 olup denklemin reel kokleri yoktur. Buna gore isaret inceleme tablosu
asagidaki gibi olur.

X —00 + o0
2x%2+3x |+ +
+1

> 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Co6ziim: Pay ve paydanin isaret incelemesi ayri ayri yapilip bolim gz niine
alinarak esitsizligin ¢c6ziim kiimesini buluruz.
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ax+by+c>0,
ax+by+c=0,
ax +by+c<O0ve
ax+by+c<0
bicimindeki cebirsel
ifadelere de birinci
dereceden iki
bilinmeyenli esitsizlik
adi verilir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

X —0o -3 -2 | 2 +oo
x2+x—2 + + 0- 0 +
x2+x—6 |+ 0 - - 0
x24x-2 |t o0t 0 *
x> +x—6

Yukarnidaki tablonun son satirina bakilirsa, esitsizligin ¢6ziim kiimesi C =
(=00,=3) U (—=2,1) U (2, +0) olur.

Birinci Dereceden iki Bilinmeyenli Esitsizlikler (Lineer Esitsizlikler) ve
Grafik Gosterimi

Birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizliklere benzer olarak
ax+by+c>0,ax+by+c=>0,ax+by+c<Oveax+by+c<0
bicimindeki cebirsel ifadelere de birinci dereceden iki bilinmeyenli esitsizlik adi
verilir. Bu tir esitsizliklerin ¢dziim kiimeleri ise ax + by + ¢ = 0 dogrusunun bir
tarafinda kalan bolgeler olarak bulunur.

ax + by + ¢ = 0 bigimindeki dogru denklemi diizlemi ¢ bolgeye ayirir.

Bu bolgeler
B; = {(x,y):ax + by + ¢ = 0,x,yeR},

B, = {(x,y):ax + by + c > 0,x, yeR},
B; = {(x,y):ax + by + ¢ < 0,x, yeR}

kiimeleridir. Bu tir esitsizliklerin ¢6ziim kiimelerini bulmak igin yukaridaki
kiimelerden herhangi birine dahil olduklarini gostermek yeterlidir.

i\

e2x + 3y — 10 < 0 esitsizliginin saglandigi bolgeyi grafikle gosteriniz.

Ornek

Coziim: 2x + 3y — 10 = 0 dogrusunu gizelim. Verilen esitsizlikte x = 0vey =0
yazilirsa —10 < 0 elde edilir. Bu ise baslangi¢ noktasinin da icinde bulundugu
sekildeki tarali bolgenin esitsizligin temsil edildigi bélgenin dogrunun altinda kalan
tarali kisim oldugunu gosterir. Verilen esitsizlik dogru tGzerindeki noktalari
icermediginden dogrunun grafigi kesikli cizgiler ile gosterilmistir (Sekil 5.11).
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ax+by+c>0,
ax+by+c=0,
ax+by+c<0 ax+
by+c<0
bicimindeki
esitsizliklerin ¢oziim
kiimelerini kolay yoldan
bulmak igin x = 0 ve
y = 0 degerleri yerine
yazilarak bu noktalarin
¢0zUm kiimesi igcinde
olup olmadig tespit
edilir. Uygun olan bolge
taranir (Sekil 5.11).

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

-~ 2
~ +3_]/\
B JOQ

Sekil 5.11
L-:" \
—a‘) e2x + 3y — 4 = 0 esitsizliginin saglandigi bolgeyi grafikle gosteriniz.
c
0O

Coziim: 2x + 3y — 4 = 0 dogrusunu
gizelim. Verilen esitsizlikte x = 0 ve

y = 0yazilirsa —4 = 0 yani, negatif bir
sayi sifirdan blyuk ¢ikar. Negatif sayi
sifirdan kigik olacagindan bu bir

\ 24’*%,\4 /

aranan bolge icinde olmadigini gosterir. 0

celiskidir. Bu ise baslangi¢ noktasinin

Buna gore, sekil 5.12'deki tarali bolge .
BOTe, 3 8 Sekil 5.12

esitsizligin saglandigi bolgedir. Verilen
esitsizlik dogru Gzerindeki noktalari da icermektedir.

Mutlak Degerli Esitsizlikler

Bir xeR sayisinin mutlak degeri | x| ile gosterilir ve

|X|={x' x=>0
—x, x<0

bigciminde tanimlanir. Bu tanima gore bir sayinin mutlak degeri daima pozitif bir
sayidir. Tanima gére mutlak deger igin asagidaki 6zellikleri yazabiliriz:

x| <keo -k<x<k
x| >k & x < —k veyax > k
x| =k & x =kveyax = —k

x| =0=x=0

x| = Vx2

lxyl = x|yl

Ayrica, mutlak deger ile ilgili
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

:_ry:'tOJ
y

|x| | x|
Iyl

lx +y| < |x] + [yl
| x| = |yl | < |x—yl

ozellikleri de yazilabilir.
x| <ke —k<x

Bir sayinin mutlak dederi, say1 dogrusu lizerinde bu sayiya karsilik gelen

<k
x| >k & x < —k noktanin baslangi¢ noktasina uzakligidir.
veyax = k
x| =ke=x=k I\
veyax = —k ‘
x| =0ex=0 %‘J o|x — 3| < 5 esitsizliginin ¢ozim kiimesini bulunuz.
-
0O

Coziim: Mutlak degerin 6zellikleri goz 6nline alinirsa,
[x—3]<5e© -5<x-3<5
yazilir. Esitsizligin her iki yanina 3 ilave edilerek
—-2<x<8
bulunur. O halde esitsizligin ¢6ziim kiimesi
C={xeR: —-2<x<8}=[-2,8]

olarak yazilhr.

/N

f_, e|x — 1| = 5 esitsizliginin ¢6zim kiimesini bulunuz.
c
O

Coziim: Mutlak deger ozelliklerine gore
x—1=5veyax—-—1<-5

yazilir. Buna gore , x = 6 veya x < —4 bulunur. O halde ¢6zim kiimesi ¢ =
(—o0,—4] U [6, +0) olur.

/A

5 | *lx — 1| < 7 esitsizliginin ¢6zim kiimesini bulunuz.
c
@)
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Bir sayinin mutlak
degeri, sayl dogrusu
Uzerinde bu sayiya
karsihk gelen noktanin
baslangi¢ noktasina
olan uzakhgidir.

Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

Coziim: Mutlak degerin 6zellikleri géz dnline alinirsa,
[x—1l<7e-7T<x—-1<7
yazilir. Esitsizligin her iki yanina 1 eklenirse
—-6<x<8
bulunur. O halde esitsizligin ¢6zim kiimesi
C={xeR: -6 <x <8} =(-6,8)

olarak yazilr.

-1
x—1

| > 4 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.

4
(D)
c
-

‘O

Cozim: |;| > 4 esitsizligi yukaridaki 6zellikler gz 6niine alinarak diizenlenirse,

1
4= >4:>1>4|x—1|:>z>|x—1|

| —10. |—1]
x—1 [x — 1]

| 1|<1 1< 1<1
— _:>__ — —
x 4 " 3°" 4

yazilir. Esitsizligin her iki yanina 1 eklenirse

3___5
4%

elde edilir. x_Tllteriminin x = 1 degeri igin tanimh olmadigi da gbz 6niine alinarak

esitsizligin ¢6zim kiimesi

31 15
(Z' )U('Z)

biciminde bulunur.

e Yukaridaki esitsizlik 6rneklerinin benzerlerini siz kurunuz ve
¢o6zim kiimelerini inceleyiniz.

e x — 2y + 2 < 0 esitsizliginin ¢dzim kimesini grafikle gozteriniz.

Bireysel Etkinlik
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

A\

*Bu Unitede, birinci baslkta Lineer Denklemler ikinci baslikta ise
Esitsizlikler verilmistir.

*a, beR reel sayilar, x bilinmeyen olmak tGizere ax + b = 0 bigimindeki
denklemlere bir bilinmeyenli lineer denklem adi verilir.

ea, b, ceR reel sayilar, x ve y bilinmeyenler olmak lizere ax + by + ¢ =
0 bigimindeki denklemlere iki bilinmeyenli lineer denklem adi verilir.

*Bir ve iki bilinmeyenli lineer denklemlerin ve lineer esitsizliklerin
¢O6zumleri érnekleri ile incelenmistir.

eiki bilinmeyenli lineer denklemlerin ¢éziim kiimeleri grafikle
gosterilmistir.

eLineer denklemin 6zel durumda grafiklerinin nasil oldugu hakkinda
bilgiler verilmistir.

eEsitsizlikler bolimiinde bir bilinmeyenli birinci ve ikinci dereceden
esitsizlikler incelenip ¢oziim kiimelerinin nasil bulunduklari tablolar
olusturularak érnekleriyle agiklanmistir. Ayrica, iki bilinmeyenli birinci
dereceden esitsizlikler incelenip ¢éziim kiimeleri bulunmustur.

eax+b=0,ax+b>0,ax+b <0 veax + b < 0 bicimindeki
ifadelere ise birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlik adi verilr.

eikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler verilerek ¢6ziim
kiimelerinin nasil bulunduklari anlatilmistir.

*Bir ve iki bilinmeyenli lineer denklemlerin ve lineer esitsizliklerin
¢ozlimleri 6rnekleri ile incelenmistir.

eMutlak degerli esitsizlikler tanitilarak érnekler verilmistir.

Ozet
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

DEGERLENDIRME SORULARI

1. 3x — 2 = 0 denkleminin ¢6zim asagidakilerden hangisidir?

a) x=2

b) x=-2
c) x=2/3
d x=-2/3
e) x=3/2

2. 3x — 9 < 0 esitsizliginini ¢6zim kimesi asagidakilerden hangisidir?
a) (—<,3)
b) (—0,-3)
) (—=,3]
d) (3,+x)
e) [3,+x)

Zx_f = 0 esitsizliginin ¢c6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) (=»,-1)

b) (—1,2) U (5, +)

o) [,+e)

d) (oo, +00)

e) (—o0,—1)U[3,+)

3.

4. 3(x—2)>2(x+ 1)+ 5 esitsizliginin ¢dziim kiimesi asagidakilerden
hangisidir?
a) (—o,—13)
b) (13,+40)
c) (—13,4x)
d) (—oo,+)
e) (—13,+13)

5. |3 — 2x| < 2 esitsizliginin ¢6zim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) [—2,+2]
15
b) (.3)
15

o [33]
0 (o

&) [2,+o)
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

6. x+y—1 = 0 esitsizliginin saglandig bolge asagidakilerden hangisidir?

a) b)

1}y
> T 1
== £~

1& / ~ > 5
S0 0
» \
0 1\fx \7

c) d)
A y A y
x
*y\l
0
S 0 . ,
-1 \ > X 0 . > X
X \
*y
1§0 \\\/
Y| 1

7. 3x% —7x + 2 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) (—o, 1/3]
b) (—0,1/3]U [2,+0)
c) (2,+x)
1
d G.2)

e) [3.2]
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Lineer Denklemler ve Esitsizlikler

8. x — 2y =1 lineer denkleminin temsil ettigi dogru asagidakilerden

hangisidir?
A
a) 1‘ y b) Yy 0 4y
1/2

\ X / /
\i 1
1 -1 . au| W

d) e) A

\ <
v

N
v

9. Egimi 3, gectigi bir noktasi (-3,2) olan dogrunun denklemi asagidakilerden

hangisidir?

a) y=3x—-2
b) y=-3x+2
c) y=3x—-11
d y=3x+3

e) y=3x+11

10. 2x — 5y + 1 = 0 lineer denkleminin bir ¢c6zimi asagidakilerden
hangisidir?
a) (0,5)
b) (2,0)
c) (5,2)
d) (0,-1/5)
e) (-1/2,1/5)

Cevap Anahtarn
l.c,2.9,3.e,4.b,5.¢c,6.a,7.d,8.b,9.¢e,10.d
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LINEER DENKLEM VE
ESITSIZLIK UYGULAMALARI

e Lineer Denklem Uygulamalari
e Esitsizlik Uygulamalari
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e Bu Uniteyi calistiktan sonra;

e Matematiksel Modelin ne oldugunu
anlayabilecek,

e Matematiksel denklem kurmay:
anlayabilecek,

® Denklemlerin problem
¢oziumlerinde nasil kullanildigini
kavrayabilecek,

¢ GUnllik hayatta zor gorinen
konulari matematiksel
modelleyerek kolayca ¢ozebilecek,

e Esitsizliklerin anlamlarini
kavrayabileceksiniz.
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Omer Hayyam, Ucgiincii
dereceden bir
bilinmeyenli
denklemlerle ilgili
yazdigi bir eserinde
cebirsel denklemin
bilinmeyenine
Arapca’da “Sey”
anlamina gelen
kelimeyi kullanmustir.
Daha sonra bu eseri
diger dillere cevirilirken
ispanyolcada “Xay”
olarak gegmistir.
Zamanla X bigimini
almis ve bilinmeyeni
gostermek igin
kullanilan evrensel X
harfine donlismustar.
(https://tr.wikipedia.or
g/wiki/%C3%96mer_Ha
yyam).

Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

GIRiS

insanlar giinliik hayatlarinda farkinda olsun veya olmasin bir¢cok problemin ¢éziimii
icin zihninden denklem kurar ve ¢6ziim yapar. Cebirsel islemlerin yararini anlayabilmek
icin glinlik hayatta karsilagilan problemlerin matematiksel olarak ifade edilmesi
gerekmektedir. Cogu zaman problemleri ¢c6zmek icin problemde verilen duruma uygun
diisen bir matematiksel ifade olusturulur. Buna matematiksel modelleme denir.
Matematiksel modellemelerde siklikla lineer denklemler ve esitsizliklerle karsilasilir.
Egitim 6gretim donemlerinde karsilastigimiz is-isci problemleri, havuz problemleri, faiz
hesaplamalari, karisim problemleri vb. problemlerin bir¢cogu lineer denklemler
olusturularak ¢ozullrler.

Bir Girlinlin fiyati, serbest piyasadaki talebi ve piyasaya arzi (sunumu) arasinda her
zaman bir iliski vardir. Bu iliski ¢cesitli matematik modellerle ifade edilebilir. Bu
modellemelerde biri de dogrusal (lineer) modeldir. Uriin fiyatini degisken olarak kabul
edersek arz ve talep miktarlarini fiyata bagli olarak lineer bir denklemle ifade edebiliriz.
Arz ve talep miktarlarinin esit oldugu fiyata denge fiyati denir. Denge fiyatina karsilik
gelen arz-talep miktarlarina ise denge miktarlari denir. (denge fiyati, denge miktari)
ikilisine denge noktasi veya denge durumu adi verilir. Fiyat arttik¢a arz artacagindan,
talep ise azalacagindan arz denklemini artan bir dogru ile talep denklemini de azalan bir
dogru ile temsil edilir.

Birinci boéliimde Lineer Denklem Uygulamalari ile ilgili uygulamalara yer verilmis,
Ozel olarak ekonomide ¢ok karsilasilan arz-talep modeli ve basabas analizi gibi
uygulamalara ait érnekler verilmistir. ikinci bélimde ise zaman zaman karsilastigimiz
alternatiflerin hangilerinin daha uygun olacagina karar verebilecegimizi belirleyebilen
esitsizlik uygulamalarina dair 6rnekler verilmistir.

LINEER DENKLEM UYGULAMALARI

Denklem kurma problemlerine gegmeden 6nce olusturulacak olan matematiksel
modeli kisaca agiklayalim: Matematik model, basit olarak karsilasilan problemleri ¢6ziime
kavusturabilecek matematiksel sembollerle ifade edilmesi demektir. Genellikle keyfi
degisen elemanlar igin x, y, z, ... sembollerini, sabitleri gdstermek icin ise a, b, c, ... gibi
harfleri kullanirnz. Ekonomi, Mihendislik, Sosyal, vb. gibi uygulamali alanlarda ise bu
semboller alanin 6zelligine gore degisebilir. Biz genelde matematik sembollerini tercih
edecegiz. Ama zaman zaman farkli semboller de kullanacagiz.

Bu tiir modellemeleri, is-isci, havuz vb. problemlerinden de hatirlayacaksiniz.
Modelleme olusturmak ve ¢6ziim yapmak igin;

e Problemdeki bilinmeyen(lerden biri ) icin bir degisken belirleyiniz. Biz
bilinmeyen icin genellikle x, y, z, ... gibi sembolleri kullaniriz.

e Problemdeki diger bilinen veya bilinmeyen miktarlar belirleyip degisken
cinsinden ifade ediniz.
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Modelleme olugturmak
ve ¢6zlUm yapmak igin;
Problemdeki
bilinmeyen(lerden biri )
icin bir degisken
belirleyiniz.

Problemdeki diger
bilinen veya bilinmeyen
miktarlar belirleyip
degisken cinsinden
ifade ediniz.

Problemdeki veriler
cercevesinde bir
matematik model
olusturunuz (denklem
veya esitsizlik).

Denklemi veya
esitsizligi ¢ozliniz.

Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

e Problemdeki veriler cercevesinde bir matematik model olusturunuz
(denklem veya esitsizlik).
e Denklemi veya esitsizligi ¢ozliniiz.
Simdi uygulama 6rneklerine gecebiliriz.

Lineer Denklem Uygulamalari

Simdi glincel uygulamalara ait 6rnekleri verebiliriz. Daha fazla 6rnegi [1]-[7]
kaynaklarinda bulabilirsiniz.

*Bir kisi, internette satis yapan bir Teknomarket’ten 20 £ kargo
masrafi ve %18 KDV dahil olmak tzere 2441.36 £ ye bir bilgisayar satin
almistir. Bu bilgisayarin satin alma fiyati kag £ dir?

Ornek

Coziim: Matematik modelin nasil olusturuldugunu daha iyi anlamamiz igin bu 6rnegi adim

adim ¢ozelim.

e Bilinmeyen igin bir degisken belirleyelim.
Bilgisayarin satin alma fiyatina x diyelim.

e Verilenlere gore 6denen Ucretleri belirleyelim.
Kargo Ucreti: 20 &
KDV :0,18 x

e Toplam Maliyet: 2441.36 %
Denklemi olusturalim

Fiyat + Kargo + KDV = Toplam Maliyet
x+ 20+ 0,18 x = 2441.36

o Denklem ¢oziilerek yani x degeri bulunarak sonug elde edilir. Yani,

x+ 20+ 0.18 x = 2441.36
_ 242136

(1.18)x = 2441.36 — 20 = 242136 = x = 18 2052 %

bulunur.
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Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

*Bir miktar para li¢ kisi arasinda esit paylasilacaktir. Eger ayni para bes
kisi arasinda paylasilsa idi her biri 5000 £ daha az para alacakti. Buna
gore paylasilan para kag liradir?

Coziim: Paylasilan para x lira olsun. Para ¢ kisi arasinda esit olarak paylasilirsa bir kisinin
alacagi para glira olur. Eger 5 kisi arasinda paylastirilsa idi bir kisinin alacagi miktarg

olacakti. Bes kisi arasindaki paylasimda her kisi, Uc kisi arasindaki paylasima gére 5000 &
daha az alacagina gore

X=X _ 5000
5 3

esitligi yazilir. Matematik modellemeden bir lineer denklemi elde edilir. Bu lineer
denklem dizenlenirse,

X X 50002 2X = 5000
3 5 15

2% = 75000

x = 37500

bulunur. Yani, paylasilan para 37500 TL olarak elde edilir.

. 1. 1,. . . i
*Bir sayinin 3 fazlasinin E’I ayni sayinin — ‘sinin 4 eksigine esittir. Buna

4
()
c gore, “ bu sayi kagtir? ” probleminin matematiksel denklemini
6 kurunuz.

Céziim: Sayi x olsun. Bu sayinin 3 fazlasinin beste biri (x + 3) - %olur. Ayni sayinin
yarisinin 4 eksigi g — 4 bicimindedir. Bu iki deger esit olduklarindan problemin cebirsel
ifadesi
1 x
(x + 3) . E = E -4

biciminde bulunur. Bu denklem diizenlenirse daha basit bir gérinimle 3x — 46 = 0
biciminde bir lineer denklem yazilr.
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Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

*%40 karla 378 £’ye satilan bir Grinin maliyet fiyatini bulunuz.

Coziim: Uriiniin maliyetini x ile gdsterlim. Buna gore %40 karla satilan Griiniin satis fiyat
378 £ olup

x+—x =378

esitligi yazilir. Yine bir lineer denklem elde edildigine dikkat ediniz. Bu denklemden x
¢Ozilurse, x = 270 % olarak bulunur.

*Bir firma birim basina 5 £ degisken maliyetli ve 50.000 £ sabit maliyetli
bir Griin imal etmektedir. Uriiniin birim satis fiyati 15 £ dir. Firmanin
70.000 % kar edebilmesi icin satmasi gereken lriin miktari ne
olmalidir?

Coziim: Satilmasi gereken birim sayisi x olsun. Buna gére degisken maliyet 5x olur. Firma
icin toplam maliyet 5x + 50000 olur. Ayrica, x birimin satisindan elde edilecek olan
toplam gelir 15x dir. Buna gore,

Kar = Toplam Gelir — Toplam Maliyet

oldugundan 70000 = 15x — (5x + 50000) olup bu denklem ¢6zilirse x = 12000 elde
edilir. Yani 70.000 £ kar igin 12.000 adet Griin satiimalidir.

iki Bilinmeyenli Lineer Denklem Uygulamalari

ax + by + ¢ = 0 bigimindeki lineer denklemi 5.lniteden biliyoruz. Bu denklem
diizenlenerek y = mx + n bigciminde de yazilabilir. Bu denkleme dogru denklemi de
demistik.

Lineer denklemler, genellikle (iretim kisitlamalarinin agiklanmasinda kullanilir.
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Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

*Bir imalathanede 0,12 £ degisken maliyetli ve 124 £ sabit maliyetli bir
Urln imal edilmektedir. x adet irin igin glinlik Gretim maliyetini
bulunuz. Glnlik toplam maliyetin 250 £ olabilmesi icin kag tane Uriin
uretilmelidir?

Coziim: Gunlik toplam Uretim maliyetini y ile gosterirsek, y = 0,12x + 124

biciminde bulunur. Bu denklemde y = 250 yazilirsa, 250 = 0,12x + 124 elde edilir.

Buradan da 250 — 124 = 0,12x = x = % = 1050 bulunur.

*Bir marangoz piknik masalari Gretmektedir. Aylik sabit maliyet 1130 %
ve degisken maliyet her bir masa i¢in 45 £ dir. x adet piknik masasi
Uretimi igin aylk Gretim maliyetini bulunuz. Aylik toplam lretim
maliyetin 4550 £ olmasi igin kag tane masa tretmelidir?

Céziim: Aylik toplam Gretim maliyetini y ile gosterelim. y = 1130 + 45x aylik toplam
Uretim maliyeti olur. Aylik toplam tretim maliyetinin 4500 £ olmasi durumunda 4550 =

1130 + 45x elde edilir. Bu esitlikten x degeri ¢ozilirse 4550 — 1130 = 45x = 45x =

3420 = x = 220 _ 76
45

*Bir yatirimci iki gesit hisse senedine yatirdigi 50.000 % icin yilda 6.120
gelir elde etmektedir. Bu hisse senetlerinden biri %14 digeri ise %12
gelir getirmistir. Her hisse senedine ne kadar yatiriimistir?

Coziim: %14 luk kisma yatirilan miktar x olsun. %12’lik kisma yatirilan miktar ise
(50.000 — x) olur. Her iki hisse senedinden elde edilen gelire y dersek,

y = 0,14x + 0,12((50.000 — x)
olur. y = 6120 yazarsak

y = 0,14x + 0,12((50.000 — x)
6120 = 0,14x + 0,12((50.000 — x)
6120 = 0,14x + 6000 — 0,12x

120 = 0,02x
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Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

x = 6000

bulunur. Yani, %14’lik kisim icin 6000 % yatirmistir. Geriye kalan 44.000% ise %12 lik
kisim icin ayrilmistir.

*Bir yatirimci 60.000 £’'nin ne kadarini %11’den ve ne kadarini %15’ten
bir finans kurumuna yatirmali ki toplam yatirimindan %14 gelir elde
etsin?

Coziim: %11’den yatirilan miktar x ise %15’ten yatirilan miktar 60.000 — x olur. Yillik
toplam gelire y denirse,

y = 0,11x + 0,15(60.000 — x)

biciminde yazilir. Toplam yatirrmdan %14 kazanmis olsa 60.000 X 0,14 = 8400 olurdu.
Buna gore,

y = 0,11x + 0,15(60.000 — x)
8400 = 0,11x + 0,15(60.000 — x)
8400 = 0,11x + 9000 — 0,15x
—600 = —0,04x

x = 15.000

bulunur. %11’lik kisimdan yatirmasi gereken 15.000%, %15’lik ksimdan ise 45.000 £
yatirmasi gerekmektedir.

*Bir firma, lrettigi her bir trln icin degisken maliyet 7 £ ve sabit
maliyeti 15 % olarak belirlemistir. Toplam maliyeti gosteren denklemi
yaziniz.

Céziim: Uriin icin x, toplam maliyet icin ise y sembollerini kullanirsak, toplam maliyet
denklemi y = 7 x + 15 biginimde lineer denklem olarak elde edilir. 150 birim
Uretilmigse toplam maliyet y = 7 - 150 + 15 = 1065 % bulunur.
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Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

*Bir eczane maliyeti 35 % olan bir ilaci 52 £’ye ve maliyeti 45 £ olan bir
ilaciise 64 £ ‘ye satmaktadir. Buna gore

@ °Eczane igin brit kar politikasinin dogrusal (lineer) oldugu kabul

| edilirek, perakende fiyat y ile maliyet x ile gosterilmek tizere, y

— perakende fiyatini, x maliyeti cinsinden ifade eden denklemi

@ bulunuz.

ePerakende fiyati 35 £ olan bir ilaci eczane kag % ‘ye mal etmistir.

Céziim: Maliyet ve satis fiyatlarini (x, y) sirali ikilileri olarak alirsak, verilere gore (35, 52)
ve (45, 64) noktalarindan gegen dogru denklemi aradigimiz dogrusal modeli verir.

.. - 64—52 12
e Buna gobre m=u=—=—=1,20lup
Xp—Xq 45-35 10

y—y1=m(x —xq)
dogru denkleminde degerler yerine yazilirsa, satis fiyati igin
y—52=12(x—-35)=>y=12x+10
denklemi bulunur.

e Perakende fiyati 35% olan bir ilaci y = 35 olarak denklemde yerine
yazarsak

¢ | 0°C (Santigrad) 32° F(Fahrenheit)’a ve 100°C, 212°F’a esit olduguna
@ | gore Derece ve Fahrenheit ile verilen sicakliklar arasindaki iliskiyi
E lineer denklemle ifade ediniz.
@)
35—-10
35 = 1,2x+10=>x=T=20,83
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Fahrenheit ve Santigrat
arasindaki lineer iliski

F=18C+32

Santigrat ve
Fahrenheit arasindaki
lineer iligki

F—32
1,8
bicimindedir.

Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

Céziim: Fahrenheit ve Santigrat arasindaki lineer iliskiyi F = mC 4+ n (veya C = aF + b)
iciminde bulmaliyiz. Burada F Fahrenheit’i, C Santigrat’i géstermektedir. Verileri gbz
onune alarak (C, F) siraliikilileri verilere gore olusturulup bu iki noktadan gegen dogru
denklemini elde etmeliyiz. Yani, (0,32) ve (100,212) noktalarindan gecen dogru denklemi
bulunursa istenilen iliski elde edilmis olur.

y,—y, _ 212-32 _ 180 _

T x,—x;  100-0 100

1,8

olup y — y; = m(x — x1) denkleminde y yerine F, x yerine de C alinirsa, (0,32) noktasi
icin

F—-32=18(C—-0)

F=18C+32

denklemi elde edilmis olur.

¢72°F(Fahrenheit)’in kag ° C oldugunu bulunuz.

Co6ziim: Fahrenheit ve Santigrat arasindaki lineer iliski
F=18C+ 32
bicimindedir. Buna gore, bu denklemde F = 72 alinirsa,

72-32 40
1,8 1,8

72=18C+32=>18C=72-32>C= = 22,2

bulunur

#4220 C (Santigrat)’in kag Fahrenheit oldugunu bulunuz?

-
()]
c
fe-

O

Co6ziim: Santigrat ve Fahrenheit arasindaki lineer iliski
F=18C+32
bicimindedir. Buna gore, bu denklemde C = 42 alinirsa,
F=(18)42+32=>F =107,6

bulunur
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Termometrelerin hata
yapma olasiliklari g6z
oniline alinarak
dereceler arasi gegisleri
daha basit olarak
yapariz. Fahrenheit'ten
Santigrat’a gegmek igin
(F-32)/ 2 = C formili
zihinden kolay hesap
yapmamiza yardimcl
olur.

Suyun kaynamaya
basladigi sicakliga
kaynama noktasi denir.
Kaynama noktasi rakim
ile dogrusal (lineer)
olarak iliskilidir.

Su deniz seviyesinde
100° C ‘de kaynar. Her
100 metre rakim
artiminda 10 C
kaynama sicakhgi azalir.

Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

Termometrelerin hata yapma olasiliklari géz éniine alinarak dereceler arasi
gecisleri daha basit olarak yapariz. Fahrenheit’ten Santigrat’a gecmek icin (F-32)/2 =C

formiilii zihinden kolay hesap yapmamiza yardimci olur. Yukaridaki formiillerde 1.8 ile
béliindiigiine dikkat ediniz.

*64 Fahrenheit‘in kag Santigrat oldugunu pratik yoldan bulunuz?

Coziim: Fahrenhaeit’in Santigrat karsihgini bulmak igin, C = %fcrmulu kullanilirsa,

c=%32_ 32—2 = 16 Santigrat elde edilir.

N

*Su, deniz seviyesinde 100 ° C'de kaynar. 2500 m rakimda olan yerde ise
750 C'de kaynar (Baska etkenler gbz 6niine alinmadigi farzedilmistir).
Buna gore derece, xrakimi, y dereceyi gostermek lizere, derece ve
rakim arasinda y=mx+n biciminde lineer bir iliski bulunuz.

*48°F'1n kag¢ ° C oldugunu bulunuz.

eEvinizde veya otomobilinizdeki termometrelerden sicakliklara bakarak
Fahrenheit ve Santigrat arasinda pratik metotla ¢evrim yapiniz.

Bireysel Etkinlik

Arz —Talep ve Denge i¢in Dogrusal (Lineer) Model

Bir Grinln fiyatl, serbest piyasadaki talebi ve piyasaya arzi (sunumu) arasinda her
zaman bir iliski vardir. Bu iliski ¢esitli matematik modellerle ifade edilebilir. Burada bu
iliskiyi dogrusal (lineer) modelle ifade edecegiz. Uriin fiyatini degisken olarak kabul
edersek arz ve talep miktarlarini fiyata bagli olarak lineer bir denklemle ifade edebiliriz.
Arz ve talep miktarlarinin esit oldugu fiyata denge fiyati denir. Denge fiyatina karsilik
gelen arz-talep miktarlarina ise denge miktarlari denir. (denge fiyati, denge miktari)
ikilisine denge noktasi veya denge durumu adi verilir. Fiyat arttik¢a arz artacagindan,
talep ise azalacagindan arz denklemini artan bir dogru ile, talep denklemini de azalan bir
dogru ile temsil edilir.
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Arz ve talep analizi
yapilirken genellikle
lineer denklemlerin

grafiginden faydalanilir.

Genel bir aliskanlik
olarak fiyat P, bagimh
degiskeni gosteren
miktar, Q ise bagimsiz
degiskeni gosteren

semboller olarak alinir.

Yatay eksen @, diisey
eksen ise P yazilir.

Lineer Denklem ve Esitsizlik Uygulamalari

Arzin ve fiyatin negatif olamayacaklarina dikkat
ediniz.

Arz ve talep analizi yapilirken genellikle lineer

denklemlerin grafiginden faydalanilir. Genel bir

aliskanlik olarak fiyat P, bagimh degiskeni gosteren Q (Mikta:r}

miktar, Q ise bagimsiz degiskeni gosteren semboller Sekil 6.1
olarak alinir. Yatay eksen Q, diisey eksen ise P yazilir

(Sekil 6.1).

*Arz ve talep denklemleri verilen dogrulari giziniz.
oP = 3Q + 2 Arz dogrusu P = —3Q + 4 Talep dogrusu

p Jr A PA
* 4 s
“:Q" A\
7 W
2 ? px
35 K ® Q,;
0 > 0 4/3
Sekil 6.2 sekil 6.3

Biz bundan sonra yukaridaki semboller yerine alisilagelmis matematiksel
sembolleri, fiyat igin y, miktar igin x olarak kullanacagiz.

y =ax + b, a,b > 0 fiyat-arz dogrusunun % O
denklemi, y = —cx +d, c,d > 0 fiyat-talep //d{“
dogrusunun denklemi olarak yazilir. Asagidaki grefikte N Jz\\
kirmizi ile gizilen arz, mavi ile gizilen talep dogrularidir %X
(Sekil 6.4). @ >

Sekil 6.4 x
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Arz ve talep miktarlarinin esit oldugu noktaya denge noktasi demistik. Bu nokta her
iki dogru Gizerinde olan D noktasidir (Sekil 6.5).

>
<

)

eBir Uriinlin arz dogrusu y = —2x + 3 ve talep
dogrusu y = 5x — 6 bigciminde veriliyor. Arz
ve talebin esit oldugu noktayi (denge .
noktasini) bulunuz. Sekil 6.5 X

—
~

Ornek

Coziim: Denge noktasini bulmak igin iki denklemdeki y
degerleri esitlenirse

—2x+3=5x—-6>=>7x=9=x =9/7 denge fiyati D
bulunur. Bulunan x degeri herhangi bir denklemde yerine
yazilirsa,y =5x —6 =5 (3) — 6 =3/7 (denge
miktari)bulunur. Denge noktasi ise D=(9/7,3/7) biciminde
bulunur (Sekil 6.6).

| /4

»
»

Sekile.6 X

eFiyat her kutu meyve suyu icin 3 £ oldugunda arz 500 000 kutu, talep
ise 400 000 kutudur. Fiyat her kutu icin 2,5 £ oldugunda arz 360 000
kutu talep ise 450 000 kutudur. x (1000 kutu)arz’i, y fiyati gostermek
lizere, y = ax + b bigciminde fiyat-arz denklemini ve y = cx + d fiyat-
talep denklemini bulunuz.

Ornek

Céziim: x, (1000) kutu olarak arz’i, y de fiyati gestermek lzere
y=ax+b

yazilir. Buna gore fiyat-arz denklemini bulmak igin bu denklemi saglayan (x, y) seklinde
iki farkli nokta bulmaliyiz. Sonra ise verilen iki noktadan gecen dogru denklemi bize
aradigimizi verecektir. Verilenlere gére (500, 3) ve (360, 2.5) noktalari bu dogru lizerinde
bulunurlar. Bu noktalardan gecen dogrunun egimi

3—-25 0.5

= 500-360 140 003>

m

olup aradigimiz dogru denklemi, yani fiyat arz denklemi

y —3 =0,0035(x — 500)
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y —3=0,0035x — 1,75
y = 0,0035x + 1,25

biciminde bulunur.

Benzer olarak, fiyat talep denklemi igin islemler yapilr. Siz tamamlayiniz.

Sekil 6.7

eFiyat her kutu meyve suyu icin 3 £ oldugunda arz 500 000 kutu, talep ise
400 000 kutudur. Fiyat her kutu icin 2,5  oldugunda arz 360 000 kutu
talep ise 450 000 kutudur. Buna goére, x (1000 kutu)arz’i, y fiyati
gostermek Uzere,

ey=ax+b biciminde fiyat-arz denklemini,
ey=cx+d fiyat-talep denklemini ve
eDenge noktasinin bulunuz.

Bireysel Etkinlik

Basabas Analizi

Yeni bir is planlamasi yapilmak istendiginde kédra gegen minimum satis hacminin
bilinmesi 6nemlidir.

Bir firmanin bilangosunun zarardan kara gegctigi noktanin tahmini, basabas analizi
olarak ifade edilir. Basabas noktasi, karin sifira esit oldugu veya toplam gelirin toplam
maliyete esit oldugu nokta olarak belirlenebilir.

Bagabas noktasi, karin Toplam geliri R ile toplam maliyeti C ile gdsterelim. Toplam gelir ve toplam maliyet
sifir oldugu nokta veya Uretim miktarina bagli olarak lineer bir denklemle verilebilir. Kar ise K = R — C bigiminde,
toplam gelirin toplam yani toplam gelir ile toplam maliyet farki olarak tanimlanir.

maliyete esit oldugu

noktadir.

eToplam gelir R = 50x, toplam maliyet C = 20x + 1500 bigiminde
veriliyor. Basabas noktasini bulunuz.
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C6ziim: Basabas noktasi karin sifir oldugu nokta veya toplam gelirin toplam maliyete esit
oldugu nokta idi buna gore, R = C esitligi istenileni verecektir. O halde
R =50x =C = 20x + 1500

50x = 20x + 1500 R4 C
30x = 1500 «

x =50 (50,2500) K

Grlinlin basabas diizeyi elde edilir. o
Basabas noktasi ise, (50,2500) sirali Zargr
ikisinin temsil ettigi noktadir.

v

50 sekil 6.8

eToplam gelir R = 60x, toplam maliyet C = 40x + 150 bigiminde
veriliyor. Bagsabas noktasini bulunuz. Kar icin ne sdyleyebilirsiniz.

Coziim: Basabas noktasi toplam gelirin toplam maliyete esit oldugu nokta idi buna gore,
R = Cesitligi istenileni verecektir. O halde

R =60x =C = 40x + 150
60x = 40x + 150

20x = 150

x=175

Uriiniin bagabas diizeyi elde edilir. Basabas noktasi ise (75,4500) sirali ikilisinin temsil ettigi
noktadir.

A
R r C o
z
«
Kar
(75.4500) = 40x 150
Zarar
75 X

Sekil 6.9
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N

*Bir firma igin toplam gelir R = 45x ve toplam maliyet ¢ = 30x + 4500
biciminde belirlenmistir.

eBasabas noktasini bulunuz.
eFirmanin kara gegmesi i¢in en az kag Uirlin satmasi gerekmektedir?
eFirma kag Urin satisina kadar zarardadir?

Bireysel Etkinlik

Esitsizlik Uygulamalari

a,b ve x reel sayilar olmak lizere ax+b < O'ax+b <0,ax+b >0 ve ax+b>0
bicimindeki ifadelere dogrusal esitsizlikler (birinci dereceden esitsizlikler), a, b, c ve x reel

sayilar olmak tizere 8" +bx+c<0 ax®+bx+c<0 ax’+bx+c>0 e

2
ax” +bx+c>0 bicimindeki ifadelere de ikinci dereceden esitsizlikler dendigini ve
ozelliklerini gecen bolimden hatirlayacaksiniz. Benzer olarak mutlak degerli esitsizlikler
icin
x| <k=>-k<x<k
x| 2k=>x<—-kyadax >k

olduklarini biliyoruz.

Bu boéliimde esitsizlikler kullanarak ¢oziilebilen 6rnekler verecegiz.

®3x - 5 < 4x + 2 esitsizliginin ¢ozim kiimesini bulunuz.

Céziim:

3x—-5<4x+2
—2—-5<4x—-3x
-7 < x
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bulunur. Aralik gosterimiyle ¢6zim kiimesi ¢ = {xeR: —7 < x} = [—7, o) bigiminde de
yazilir.

WAL

eiki oto kiralama firmasi kiralama bedellerini séyle belirliyorlar:
eFirma, giinliik 80 TL ve kilometre basi 3,5 %,
eFirma, giinliik 85 TL ve kilometre basi 3 £

*Buna gore |. firmadan 1 haftaligina araba kiralayan bir kisinin birinci
firmaya 6deyecegi paranin ikinci firmaya 6demesi gereken paradan az
olmasi igin bu kisinin arabayi en fazla kag kilometre kullanmasi gerekir?

Coziim: Kullanilan kilometreyi x ile gbsterelim. Buna gore,

7+ (80) + 3,5x < 7 (85) + 3x

0,5x < 35
< 35 =70
*S05°7

bulunur. O halde kullanacagi en fazla kilometre 69,9 km olmalidir.

*Bir firma is makinesi kiralama (bir yil i¢cin) ya da satin alma konusunda bir
tercih yapacaktir. Eger makinayi kiralarsa, kira licreti olarak aylik 3000 £
ve makinenin kullanildigi her glin icin glinliik maliyet (yakit, strticl tcreti,
bakim Ucreti vs.) 180 £ olacaktir. Eger satin alinirsa, sabit yillik maaliyet
20000 £ ve makinenin kullanildigl her giin igin bakim maaliyetleri 230 £
olacaktir. Firma, en yiksek faydayi elde etme distincesiyle, makineyi satin
almak yerine kiralarsa, makineyi en az kag gtin kullanmahdir?

—
P

Ornek

Coziim: Kiralamanin yillik maaliyeti ile satin almanin yillik maaliyetlerini bulup
karsilastirma yapacagiz. Makinenin kullanildigi glin sayisi x olsun. Buna gore, kiralama
icin, 12 - 3000 + 180x ve satin alma igin 20000 + 230x yillik maliyetler yazilir. O halde

12-3000 + 180x < 20000 + 230x
36000 + 180x < 20000 + 230x
16000 < 50x = 320 < x

bulunur. O halde en bliyik faydayi saglamak icin kazi makinesi 321 giin kullaniimalidir.
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| /A
v | eHareket halinde gecen t saat sonunda, bir otomobilin deposunda bulunan
) x yakit miktari litre olarak x = 65 — 5t bagintisiyla belirlidir. Depodaki
E yakit miktar1 10 litrenin altina distiiglinde otomobilin yakit almasi
:O | gerekmektedir. Hareket halinde bulunan otomobilin en erken kaginci saat
icinde yakit almasi gerekmektedir?

Cozim:
x yakit miktarini gostermek lzere yakitin 10 litrenin altina dismesi durumunda yakit
almasi gerektigi durumu x < 10 ile ifade edilir. Buna gore

65 -5t <10
65—10<5t=>55<5t=>11<t

elde edilir. Buna gore, t en az 12 olmalidir. Yani, 12. saat icinde yakit almasi
gerekmektedir.

Mutlak Degerli Esitsizlikler

Reel sayi dogrusu lzerinde bir x sayisinin baslangi¢c noktasina olan uzakligi x’in
mutlak degeri olarak adlandirildigini gecen bolimlerden biliyorsunuz. Burada mutlak
degerli esitsizlikler ile ilgili drnekler verilecektir.

U\

% o|x — 3| < 4 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.
-
| -

&

Coziim: Mutlak degerli esitsizliklerin 6zelliklerine gore,
|x| < k= —k < x < k oldugu géz éniine alinarak, —4 < x — 3 < 4 yazilr. iki esitsizlik
ayri ayri distnilerek

—4<x-3<4
—4+3<x<4+3
-1<x<7

elde edilir. Yani ¢6ziim kiimesi [—1, 7] aralig1 olarak bulunur. Bu kiimeyi say1 dogrusunda

Ssteri k
gosterirse 1 0 7

| —— R
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biciminde cizilir.

]

Ornek

|3 — 2x| < 2 esitsizliginin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Coziim: Mutlak degerli esitsizliklerin 6zelliklerine gore,
—2<3-2x<2

—2—-3<-2x<2-3
—5<-2x< -1

=>x =

IA

IA
N| 1IN =

X

N~ DN U

elde edilir. O halde ¢6ziim kiimesi [%, g] kapali araligi olarak yazilir. Sayi dogrusu Uzerinde

asagidaki gibidir:

N | =
1A
-
1A

N

Hoba | =
0o |

4

-

4
)
c
-

&

o|x — 4| = 6 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim: Esitsizlik 6zelliklerine gore x — 4 < —6yadax — 4 > 6 olmalidir. Gerekli

diizenlemeler yapilirsa x < —2 ya da x = 10 bulunur. O halde ¢6ziim kiimesi

(—o0,—2] U [10, ) bigimindedir. Yine sayi dogrusu tzerinde gosterirsek, bigiminde

cizilir.
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eMatematik hayatin bir parcasidir. Bir ¢cok glinliik islerde matematiksel
islem icin farkinda olmadan modelleme yapariz. Birinci bolimde Lineer
Denklem Uygulamalart ile ilgili uygulamalara yer verilmis, 6zel olarak
ekonomide ¢ok karsilasilan arz-talep modeli ve basabas analizi gibi
uygulamalara ait 6rnekler verilmistir.

eikinci boliimde ise zaman zaman karsilastigimiz alternatiflerin
hangilerinin daha uygun olacagina karar verebilecegimizi belirleyebilen
esitsizlik uygulamalarina dair érnekler verilmistir.

*Bir ve iki bilinmeyenli lineer denklemlerin ve lineer esitsizliklerin
¢o6zumleri 6rnekleri ile incelenmistir.

eiki bilinmeyenli lineer denklemlerin ¢6ziim kiimeleri grafikle
gosterilmistir.

eLineer denklemin 6zel durumda grafiklerinin nasil oldugu hakkinda
bilgiler verilmistir.

eEsitsizlikler bolumiinde bir bilinmeyenli birinci ve ikinci dereceden
esitsizlikler incelenip ¢dziim kiimelerinin nasil bulunduklari tablolar
olusturularak ornekleriyle agiklanmistir.

eAyrica, iki bilinmeyenli birinci dereceden esitsizlikler incelenip ¢6ziim
kiimeleri bulunmustur.

eikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler verilerek ¢éziim
kiimelerinin nasil bulunduklari anlatiimistir.

eMutlak degerli esitsizlikler tanitilarak érnekler verilmistir.

e Unitenin amacina uygun olarak Degerlendirme Testi ve Deneme Testi
verilmistir.

Ozet
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DEGERLENDIRME SORULARI

1. 4 yanlisin 1 dogru soruyu gotlirdiigli 52 soruluk bir sinavda her sorunun degeri 4
puandir. Tim sorulari cevaplayan bir 6grenci 148 puan aldigina gore kag soruyu
dogru cevaplamistir?

a) 39
b) 40
c) 41
d) 42
e) 43

2. Uretilen bir Giriiniin maliyeti x ve satis fiyati y TL'dir. Bu Griiniin satis fiyatinin
hesaplanmasi igin:
. y=2x-—150
. y=x+100
biciminde iki baginti 6nerilmistir. Uretilen Giriiniin timi satilabildigine ve satis
fiyatinin hesaplanmasinda I. bagintiyi kullanmak daha karh olduguna gore, x
maliyeti icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
a) x>125
b) x > 150
) x>175
d) x> 200
e) x> 250

3. ki sehir arasinda gidis gelis iki farkli yoldan yapilmaktadir. 1. Yol 5xkm 2. Yol ise
x + 20 km’dir. ikinci yol daha kisa olduguna gére x icin asagidakilerden hangisi
dogrudur?

a) 1>«x
b) 4<x<5
) 2<x<3
d 1<x<?2
e) x>5

4. 48°F (Fahrenheit) kag® C’dir?
a) 8
b) 8.8
¢ 9
d) 9.8
e) 10
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5. 25°Ckac?Fdir.
a) 75
b) 76
c) 77
d) 78
e) 79

6. Toplam gelir R = 50x, toplam maliyet C = 10x + 1600 biciminde veriliyor.
Urliniin basabas diizeyini yan, x ‘i bulunuz.
a) 10
b) 20
c) 30
d) 40
e) 50

7. Toplam gelir R = 50x, toplam maliyet C = 10x + 2500 bigiminde veriliyor.
Kaginci Grinden sonra kara gecilir?
a) 39
b) 40
c) 41
d) 45
e) 50

8. 2500 m rakimda olan bir yerde su kac ° C derecede kaynar?
a) 75
b) 76
c) 77
d) 78
e) 79

9. Suyun 80° C’'de kaynadigi bir yerin rakimi ka¢ metredir?
a) 2000
b) 2100
c) 2200
d) 2300
e) 2400
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10. Bir toplulukta sigara icen bayan yiizdesi 2000 yilinda %21 iken 2006 yilinda %18’e
diismustir. 2000 yilindan sonraki x inci yilda sigara igen bayan yiizdesi y olsun. x
ve y arasinda lineer baginti asagidakilerden hangisidir?

a) y=-0.5x+21,
b) y =-0.5x+ 18,
c) y=05x—-21
d) y=05x—-18
e) y=-21x+18

Cevap Anahtari
1.b, 2.e,3.e,4.b,5.¢, 6.d,7.c, 8.3, 9.3, 10.a
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Bir fonksiyonu bir

makineye de
benzetebiliriz.

(girdi)

f
fonksiyon
makinesi

(ctktr) ¥ = f(x)

Fonksiyonlar

GIiRiS

Matematik, fizik, kimya, mihendislik bilimleri, teknoloji, ekonomi, diger
bilim dallarinda ve giinliik hayatimizda cesitli problemleri incelerken uzunluk, alan,
hacim, agirlik, zaman, basing, hiz, arz, talep gibi gesitli bliytkliklerle karsilasiriz.

Bazen bu buyiikliklerden biri degisirken bir digeri de bu degisimden etkilenip belli
bir kurala baglh kalarak degisir.

Ornegin bir kenari a olarak verilen bir kiipiin hacmi V = a2 olarak
hesaplanir. a (kenar uzunlugu) degistikce V (klpln hacmi) de a ‘ya bagli olarak
degisir.

Bunun gibi bir olay veya buyiklik bir ya da birden ¢ok degiskene bagli
olabilir. Ornegin bir dairenin alani yaricapina, alinan yol hiza ve zamana, suyun
kaynama sicakhgi deniz seviyesinden ylikseklige baglhdir. Bu 6rneklerde bagimsiz
degisken veya degiskenler ile bunlara belli bir kurala goére bagh olan bagiml
degiskenler karsimiza gikar.

Bagimsiz degiskenle buna bagli olarak degisen degisken arasindaki
fonksiyon adi verilen 6zel bir bagintiyi ele alip 6zelliklerini inceleyecegiz.

FONKSIYON KAVRAMI

Tanim 7.1: A ve B bos olmayan iki kime olsun. A nin her bir x elemanini, B
kiimesinin bir ve yalniz bir elemanina donistiiren kurala A kiimesinden B

f
kiimesine bir fonksiyon denir. A ‘dan B ‘ye bir fonksiyon A —— B veya

f: A — B seklinde gosterilir. Burada A ya f fonksiyonunun tanim kiimesi,
B ‘ye de deger kiimesi denir.

A ‘dan B 'ye bir fonksiyon A ‘nin x elemanini B ‘nin y elemanina
goturiyorsa

fiA—B, y=f(x)
olarak yazilir ve y ye f fonksiyonu altinda x ‘in gériintiisii denir.

A nin bltiin elemanlarinin f fonksiyonu altindaki goérintilerinin kiimesi
f(4) ile gosterilir ve A ‘nin B ‘deki gériintii kiimesi olarak adlandirilir. Fonksiyonun
tanim kiimesindeki elemanlar bagimsiz degiskenler olarak ele alinir. Goriinti
kiimesindeki elemanlar ise fonksiyonun kurali ile tanim kiimesinin elemanlarindan
elde edilen bagimli degiskenlerdir.

Fonksiyomun

deger kiimesi

Fonksiyonun
girintil kiimesi

Fonksiyonun
tanim kiimesi
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Fonksiyonlarla ilgili su iki duruma dikkat etmeliyiz:

1. Fonksiyonun tanim kiimesindeki her elemanin mutlaka gorintisi olacak.

Yani tanim kiimesinde goruntisi olmayan eleman kalmayacak.

2. Tanim kiimesindeki bir elemanin birden fazla goriintisi olamaz. Ancak

gorinti kimesindeki bir eleman, tanim kiimesindeki birden fazla

elemanin goriintlsi olabilir.

f:A—> B, y = f(x) fonksiyonu verilsin. Bir x, € A i¢in f(xy) € B
degerine fonksiyonun x daki 6zel degeri veya f fonksiyonu altinda x; ‘in

goriintiisi denir.

—

| /A

AG‘_, eAsagida a, b ve ¢ segeneklerinde A={a,b,c} ve B={1,2,3,4} kiimelerinin
€| elemanlari arasinda eslestirmeler verilmistir. Bu eslestirmelerden
:O | hangilerinin fonksiyon oldugunu inceleyelim:

f

A B-
1
3
[— i“
7
—__

f

Yandaki f: A — B kural bir
fonksiyondur. Cinkii A = {a, b, c}
kiimesinin her elemaninin B ‘de bir
gorintisi var ve A ‘nin herbir elemani
B ‘de bir tek elemana gitmektedir.

flay=4, fb)=7 f(c)=4
f fonksiyonunun deger kiimesi
B = {1,3,4,7} ve goriinti kiimesi
f(A) = {4,7} kimesidir.

A ‘nin ¢ elemani B ‘de iki elemana
gittiginden f bir fonksiyon degildir.

Tanim kiimesindeki bir elemanin (b
‘nin) géruintiist olmadigindan f bir
fonksiyon degildir.
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Bir f fonksiyonunun tanim kiimesi ve deger kiimesi R reel sayilar kiimesinin
birer alt kiimesi ise f ‘ye reel degiskenli ve reel degerli fonksiyon denir. Daha ¢ok
bu tir fonksiyonlarla ilgilenecegiz.

]
L

< f:R—R, y= x? — 4 fonksiyonu verilsin.
S| «f(—3) ve f(5) degerlerini bulunuz.
‘0 eTanim kiimesinin hangi elemaninin gorinttsa 12 dir?

Coziim:
a) f(-3)=(-3)2-4=9-4=5
f(5)=52—-4=25-4=21
b) f(x)=12 @ x%—4=12
& x?2 =16

S x,=—4 ve x,=4

]
L

%‘_, eKarenin alani, ¢evresinin bir fonksiyonu mudur?
c
—
O

Coziim: Cevre uzunlugu x birim olan bir karenin bir kenarinin
2

2
v X .. . . . X X
uzunlugu " birimdir. Bu karenin alani y ise y = (Z) =T

x}z olur. Her bir x degerine bir tek y karsilik geldiginden karenin
alani gevresinin bir fonksiyonudur. Cevre uzunlugu pozitif

reel sayi oldugundan, bu fonksiyon;

xZ
f:R* >R, }’=f(x)=1—6

4 olarak ifade edilir.
Tanim 7.2: (Fonksiyonlarin Esitligi) f ve g, A ‘dan B ‘ye tanimli fonksiyonlar ve

her x € Aigin f(x) = g(x) ise f ile g fonksiyonlarina esit fonksiyonlar denir ve
f = g biciminde gosterilir.

]
L

S| of:R—R, f(x)=x>—-9 ve g:R— R, f(x)=(x—3)(x+3)
£ | fonksiyonlari esittir.
‘O eCiinkii her x € R icin x2 — 9 = (x — 3)(x + 3) dir.
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Fonksiyonun Tanim ve Goriintii Kiimelerinin Bulunmasi

Bazen sadece fonksiyonun kurali verilip tanim ve goriinti kiimelerinin
bulunmasi istenebilir.

Reel degiskenli ve reel degerli bir fonksiyon f olsun. f(x) degerlerini reel
sayl yapan biitiin x sayilarinin olusturdugu A € R kiimesine f ‘nin tanim kiimesi
denir. f ‘nin tanim kiimesinin bltiin elemanlarinin f altindaki goriintilerinin
kiimesine de f ‘nin gériintii kiimesi denir.

r
L

ﬁ eAsagidaki fonksiyonlarin tanim ve goriintl kiimelerini inceleyiniz.
=
:0

Fonksiyon Tanim Kiimesi Goruntld Kimesi

a) y=x+3 (—o,4+0) =R (—,4+») =R

b) y = x? R [0, )

0 y=+vx-1 [1, ) [0, @)

d) y= 1 (—%,1) U (1, +) (—0,0) U (0, +0)
x—1

e) y=+3-x (—0,3] [0, )

f) y =4 —x2 [—2,2] [0,2]

a) Her x €R iginy = x + 3 € R oldugundan tanim kiimesi R ‘dir.
y=x+3= x=y—3olur.Yani Vy € R sayisina karsilik gelen
tanim kiimesinden bir eleman bulundugu icin gortintii kimesi R ‘dir.

b) Her x € R sayisiicin x? € R oldugundan tanim kiimesi R ‘dir. Her reel
sayinin karesi 0 veya pozitif reel say1 oldugundan gorinti kiimesi [0, o)
olur.

c) Negatif sayilarin karekékl olmadigindan x — 1 = 0 sartina uyan x ‘ler
fonksiyonu tanimli yapar. Buna gére tanim kiimesi [1, o) olur.

x>1=x—-1>0=+x—12>0.Yanigorunti kiimesi [0, ) olur.

d y= ﬁformﬂlﬂnde x = 1 hari¢ her x € R igin, reel bir y degeri elde
edilir. Hicbir sayi sifira bolinemez. Bu nedenle tanim kiimesi
(—0,1) U (1,0) = R\ {1} olur. x degiskeni R \ {1} kiimesinde
degistikge, y degeri olarak 0 harig biitin reel sayilar elde edilir. Buna gore
gorintu kimesi R \ {0} olur.

e) Negatif sayilarin karekoki yoktur.
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x € (—,3]igin 3 — x > 0 oldugundan y = V3 —x ‘in tanim kiimesi
(—o0,3] olur. x € (—o, 3] igin y degerleri [0, ) araliginda olup gérinti
kiimesi [0, ) bulunur.

f) x €[—2,2]icin4 —x2 > 0 olup y = V4 — x2 fonksiyonunun tanim
kiimesi [—2,2] olur. x € [—2,2] igin y degerleri [0,2] araliginda
kaldigindan goriintii kiimesi [0,2] ‘dir.

Fonksiyon ifade edilirken f: A — B, y = f(x) seklinde verilir. Burada A
tanim kiimesi, B deger kiimesidir. Goriintl kiimesi ise B ‘nin alt kimesidir. Bazen
konu geregi tanim kiimesi kisitlanabilir. Ornegin; f(x) = V3 — x fonksiyonunun
en genis tanim kiimesi (—oo, 3] araligidir. Ancak tanim kiimesini (—4, 2] araligina
kisitlayip fonksiyonu, f:(—4,2] — R, f(x) =+/3 — x olarak ele alip tizerine
cahsabiliriz.

Fonksiyonlarin Grafikleri

Tanim 7.3: y = f(x) esitligini saglayan tiim (x, y) noktalar kimesine
y = f(x) fonksiyonunun grafigi denir.

y = f(x) fonksiyonu igin (x,y) = (x,f(x)) noktalarinin kartezyen
diizlemde yerlestirilmesiyle fonksiyonun grafigi cizilmis olur. Grafik sayesinde
bagimsiz degisken x degistikce, y ‘nin x den nasil etkilendigi konusunda daha
rahat fikir sahibi oluruz.

Fonksiyonun grafigi ¢izilirken;

e Varsa eksenleri kestigi noktalardan yararlanilabilir.
e x ‘in bazi degerlerine karsilik y degerlerini hesaplanip bu (x,y)
noktalarindan yararlanilabilir.

Konular ilerledikge fonksiyonun durumuna goére yeni yontemler verilecektir
(13. Unitede fonksiyonun grafigi ayrintili ele alinacaktir).

B \

eAsagidaki fonksiyonlarin grafiklerini inceleyiniz.
ea) A={-2,0,1}, fiA—=R, y=2x+1
*b) I R—DR, f(x)=—x+1
oc) f:[-12) >R, f(x)=—-x+1
od) f:R >R, f(x)=x?
¢) :R—R, f(x)=ux3

1

of) f:R\{0} >R, f(x)==

X
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a)
Ty
31 %3 A={-2,0,1}, ffA>Ry=2x+1
(0,1) Tanim kiimesine bakilirsa x sadece —2,
2 1 x 0 ve 1 degerlerini alabiliyor. Fonksiyon
0 1 bu degerleri 2 katinin 1 fazlasina
donustdriyor.
e _3 x=—2=y=-3, x=0=>y=1,
(=2.=3) x=1=y=3

Buna gore (—2,—3), (0,1) ve (1,3)
noktalarinin koordinat diizleminde
yerlestirilmesiyle fonksiyonun grafigi
cizilir.

b) ffR—DR, f(x)=—x+1

:Ir = —y + l s J,l'
f(x) = —x + 1 fonksiyonu birinci

dereceden bir polinom fonksiyondur.
(0,1) Grafigi dogrudur. Dogrunun grafigi

(1,0) cizilirken gectigi herhangi iki nokta

bulunur. Bu iki noktadan gecen dogru

W

cizilir.

x = 0ise y = 1 bulunur. y eksenini
(0,1) noktasinda keser.
y = 0 ise x = 1 bulunur. x eksenini
(1,0) noktasinda keser.

Grafik gizilirken eksenleri kestigi
noktalardan yararlanildi.

¢ f:[-12) >R, f(x)=—-x+1

Tanim kiimesi [—1, 2) olarak verilmistir.
\ y = —x + 1 fonksiyonunun grafigi

sadece bu aralikta gizilmistir.
-1 \ 2 X

e e e e
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¥yt d fRoR, f(x)=x2
(—2.4) (2.4
4 Bu fonksiyonun grafigi parabolddr.
. Eksenleri orijinde keser. Ayrica gegctigi
y=x, iki nokta bulunup, grafik ciziminde

yararlanilmistir.

X
-2 0 2
AV 2 e)] f:R—R, f(x)=x3
B y==x
Bazi x degerlerine karsilik gelen y
degerlerini dikkate almak grafigi
—3 ! . cizmemize yardimci olmaktadir.
ol 1 2 T
-8
1
. f) f:R\{0}—R, f(x):;
T Bu fonksiyon x = 0 igin tanimsizdir. x,
Ll

B sifira pozitif degerlerle yaklasirken 1/x
Hﬂ-— biyuyecek, sifira negatif degerlerle
- = yaklasirken 1/x sirekli kiiglilecektir.

Ayrica, x negatif olarak kiiglldikge ve
pozitif olarak buylidikee 1/x sifira

yaklasacaktir.

a sikkinda grafik sadece Ui¢ noktadan, diger siklarda ise grafikler egrilerden
olusmaktadir. Ancak her egri bir fonksiyonun grafigi olmayabilir. Bunu dikey dogru
testi ile anlayabiliriz.

Dikey dogrular bu egriyi

i . sadece bir noktada
i ' kesiyor. Yani her bir x‘e

" bir tek y karsilik geliyor.

0 . Bu egri bir fonksiyonun
( ) 1 e .
(AN grafigidir.
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Dikey dogrular bu
egriyi birden fazla
noktada kesiyor. Yani
bir x‘e birden fazla y
; karsilik geliyor. ‘
T . Bu egri bir fonksiyonun |
TS ~ grafigi olamaz. ‘

Asagidaki 6rnekte oldugu gibi, fonksiyon farkli araliklarda farkh kurallarla
verilebilir. Bu tiir fonksiyonlara parcall fonksiyon denir.

A
— 4
o

x + 3, x < —1 ise
2| oftRD R, f(x)=4x*—1, -1<x<2 ise
c 1, x>2 ise

:Q | pargali fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Cozim:

x<—1igin f(x) =x+3

fonksiyonunun, Va4

—1<x<2igin f(x) =x2—-1 31

fonksiyonunun, ) y=x"-1

x > 2 igin f(x) =1 fonksiyonunun y=x+3 y=1
1| e —

grafigini yandaki gibi ¢izip 6rnekteki pargali

fonksiyonun grafigini ¢izmis oluruz. / _1\11/1 7 .

Araliklarin sinir degerleri icin hangi

fonksiyonun gecerli olduguna dikkat
edilmelidir.
Fonksiyonlarda islemler

f ve g reel degerli, reel degiskenli, ayni A kiimesi Gzerinde tanimli iki
fonksiyon ve a € R herhangi bir sayi olmak lzere, her x € A igin,

e fningiletoplami, (f + g)(x) = f(x) + g(x),

Fonksiyonlarin toplami,  f'ningilecarpimi, (f.g)(x) = f(x).g(x)

farki, carpimi, blimi e f ‘nin bir a sabit reel sayisi ile garpimi, (a.f)(x) = a. f(x)
ile yeni fonksiyonlar e f 'nin g ile bolimi, g(x) # 0 olmak Uzere, (Z) x) = LD larak
elde edilir. g 9(x)
tanimlanir.
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Boylece verilen f ve g gibi iki fonksiyondan yeni fonksiyonlar elde etmis
oluruz.

f fonksiyonu A4, g fonksiyonu A, lzerinde tanimhise f + g, f — g ve
f.g fonksiyonlari A; N A, tzerinde tanimlidir. f / g de g(a) # 0 ise
A; N A, —{a} datanimldir.

/A

S of:[-44] >R, f(x)=V16—x2 ve g:R— R, g(x)=x+3
€ | fonksiyonlarinin toplami, farki, carpimi ve bélimiinii ifade ediniz.
0O

Cozim: f+g, f—g ve f.g , [-44] N R = [—4,4] araliginda tanimlidir.
F+9:[-44 >R, (f+9)x) =f()+g(x) =Vi6—xZ+x+3
f=9:[-44 >R, (f —9)(x) = f(x) — g(x) = V16 —xZ — (x +3)
(f-9):[-44] > R, (f.9)(x) = f(x). g(x) = (V16 — xZ)(x +3),

x = —3 igin g(—3) = 0 oldugundan, g nin tanim kiimesi igin [—4,4]

araligindan —3 sayisini ¢ikartiriz. Buna gore,

L omea—n, (o -1 Y

seklinde bulunur.

Fonksiyonlarin Bilegkesi

f:A— B,ve g: B — C fonksiyonlari verilsin. g fonksiyonu f(A)
kiimesinin herbir f(x) elemanini C kimesinin bir g(f(x)) elemanina gotdrir.
Bu sekilde, A ‘nin herbir x elemanini C ‘nin bir z = g(f(x)) elemanina esleyen
yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona [ ile g fonksiyonlarinin bileskesi
denirve g o f ile gosterilir. Buna gore (g o f)(x) = g(f(x)) olur.

B
A A.g C
\M

S| of(x) = 2x — 2 ve g(x) = 2x? + 1 fonksiyonlariicin gof ve fog
| bileske fonksiyonunu bulunuz.
‘O

—

| /A
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Céziim:
(gef)x) =g (x)) (g fonksiyonunda x gérdiigiimiiz yerde f (x)
yazacagiz)
=2(f(x)* +1
=202x—2)%+1
=8x%—16x+9

(feg)x) =f(g(x)) (f fonksiyonunda x gérdiigiimiiz yerde g(x)
yazacagiz)

=2g(x) =2
=2(02x*+1)—-2
=4x%+2
elde ederiz. Buradan go f # f o g oldugunu gorebiliriz.

Fonksiyonlarin Ozellikleri

Birebir ve orten fonksiyonlar
A,B c R olmak Gzere f:A— B,y = f(x) fonksiyonunu alalim.

1) Herxy, x, € Avex; # xy icin f(x;) # f(x;) oluyorsa f ‘ye birebir
fonksiyon,

2) Hery € Bigin f(x) =y olacak sekilde en az bir x € A varsa f ‘ye érten
fonksiyon, aksi hédlde icine fonksiyon,

3) f fonksiyonu hem birebir hem de 6rten fonksiyon ise f ‘ye birebir-érten
fonksiyon denir.

Bir f: A — B,y = f(x) fonksiyonunun birebirligini her x;, x, € A igin
f(x1) = f(x3)= x; = x, oldugunu gostererek de kontrol edebiliriz. Birebir
fonksiyonda farkli elemanlarin gériintileri farklidir. Orten fonksiyonda f(4) = B
‘dir.

[

< f:R—R, f(x) =-2x+3 fonksiyonu birebir ve rten midir?
c  Inceleyiniz.
@)

Céziim: f birebirdir: Glnky;
flx) = fxy) = —2x +3 = —2x, + 3
= —2x; = —2x; = X1 = X, ‘dir.

Yani farkli elemanlarin gérintileri farkli oldugundan bu fonksiyon
birebirdir.

f értendir: Clnkd; her y € R degerine donilisen x € R vardir ve bu
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X = y_—_zg ‘dir. Yani deger kiimesinde acikta eleman kalmamaktadir.

Artan ve Azalan Fonksiyonlar: A,B < R olmak lzere f:A— B,y = f(x)
fonksiyonunu alalim.

1) Herxq, x; € Avex; < x5 igin f(xq1) < f(x,) oluyorsa f ‘ye azalmayan
fonksiyon, f(x;) < f(x;) oluyorsa f ‘ye artan fonksiyon denir.
2) Herxq, x; € Avexq < xyigin f(x1) = f(x,) oluyorsa f ‘ye artmayan
fonksiyon, f(x;) > f(x;) oluyorsa f ‘ye azalan fonksiyon denir.
3) Busartlardan birini saglayan fonksiyona monoton fonksiyon denir.
Yani, tanim kiimesindeki belli bir
aralikta x buyudikge y de biiyliyorsa

: y fonksiyon artan, x buyirken y kigullyorsa

fonksiyon azalandir.

". C LX

a 3 b Yanda grafigi verilen y = f(x)
fonksiyonu (a, ¢) araliginda azalan, (c, b)

y =1 araliginda artandir.

Tek ve Cift Fonksiyonlar: A, B c R olmak Uzere f:A — B,y = f(x)
fonksiyonunu alalim.
1) Herx € Aigcin —x € A ve f(—x) = f(x) oluyorsa f ‘ye gift fonksiyon,
2) Herx € Aicin —x € A ve f(—x) = —f(x) oluyorsa f ‘ye tek fonksiyon
denir.

/A

of(x) = x? + 3 fonksiyonu cift fonksiyondur. Ciink;
< f(=x) = (—x)?+3 = x2 + 3 = f(x).
| of(x) = x3 + x_fonksiyonu tek fonksiyondur. Ciinkii;
Ol fl=x) = (=x)® + (=x) = —(* + x) = —f ().

Bir fonksiyonun geometrik modellemesi olan grafigine bakarak fonksiyon
hakkinda bir cok fikir edinebiliriz. Ornegin f: A — B, y = f(x) fonksiyonu igin,

e Hery € B noktasindan x-

g y=1 eksenine paralel gizilen dogru
o Nn=vl oA fonksiyonun grafigini en fazla bir
:. 0 T noktada kesiyorsa fonksiyon
xl\/, *2 x birebirdir, aksi halde birebir
degildir.

Birebir olmayan fonksiyon

y
Grafigi kesmiyor e Hery € B noktasindan x-

N / x eksenine paralel gizilen dogru
‘ / fonksiyonun grafigini en az bir
Tanim kiimesi noktada kesiyorsa fonksiyon
Deger kiimesi y =1 O i
ortendir.

Orten olmayan fonksiyon
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e fila,b] B, y=f(x)
y y =1 fonksiyonun grafigini, (a, f (a))

\ A / . noktasindan baslayip, saga dogru
a ! c takip edelim. Grafigin agagi
\\/ dogru ilerledigi aralikta

fonksiyon azalan, yukari dogru

Grafigi verilen fonksiyon (a, b) ilerledigi aralikta fonksiyon
araliginda azalan, (b, ¢) araliginda artandir.
artandir. o Tek fonksiyonlarin grafigi orijine

gore, cift fonksiyonlarin grafigi
ise y eksenine gore simetriktir

p_

| &

< of:R —R, f(x) = _xz fonksiyonunun birebir ve érten olup
C | olmadigini inceleyiniz.
O

Coziim: Farkli elemanlarin gorintileri ayni
oldugundan birebir degildir. Ornegin, —2 # 2,
ancak f(—2) = f(2) = 4 ‘tur. ( x-eksenine
paralel bazi dogrular grafigi birden fazla noktada
kesiyor.)

Her x € R igciny = x2 > 0 ‘dir. Yani deger
kiimesindeki negatif sayilara f ile donusebilen

x € R olmadigindan orten degildir. (6rnegin,
y — 1, tanim kiimesindeki higbir x elemaninin gériintisi degildir.)

Eger bu fonksiyonun tanim ve deger kiimeleri f: [0, 00) — [0, ), y = x?

orten olur.

VA olacak sekilde kisitlanirsa, fonksiyon birebir ve
. y — xz
RSN

o Ayrica f:R — R, f(x) = x?
g"ry"“e“}gf‘;‘)“‘ fonksiyonu (—oo, 0) araliginda azalan, (0, o)
araliginda artandir.

Tanim kiimesi
x € [0,00)

f(—x) = (—x)? = x? = f(x) saglandigindan, fonksiyon cift fonksiyondur.
(Grafik y-eksenine gore simetriktir)
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Bir Fonksiyonun Tersi

f:A— B, y = f(x) birebir ve 6rten bir fonksiyon olsun. 4 daki x ‘lerin f
ile donlstigl vy ‘leri tekrar 6nceki degerleri olan x ‘lere donustiren fonksiyona f
fonksiyonunun tersi denir ve f 1 ile gésterilir.

f:A—B, y=f(x)isef":B—— A, x = f1(y)

y
L

L

ﬁ of:R—R, y = 4x + 1 fonksiyonu birebir ve érten bir fonksiyondur.
€ | Bu fonksiyonun tersini bulunuz.
:0

C6ziim: Once x in y cinsinden degerini bulalim.

fx)=y =>4x+1=y=>x=y—1

olarak buluruz. Genellikle degisken x ile gosterildiginden, ters fonksiyonun kurali
yazilirken x yerine y ve y yerine x yazilir. Buna gore,

fFER—R, f) =22
olarak ifade ederiz.

f~1 fonksiyonunun grafigi, f fonksiyonunun grafiginin y = x dogrusuna gére
simetrigine karsilik gelir.

BAZI STANDART FONKSIYONLAR

Sabit Fonksiyon: A € Rve f: A — R fonksiyonu
y verilsin. a € R bir sabit bir sayl olmak Uzere her
3] f)=3 x € Aigin f(x) = aise f ye sabit fonksiyon denir.
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I/\

<5 of:A—R, f(x) =3 bir sabit fonksiyondur.
c
:0O

f(x) = a sabit fonksiyonunun grafigi, y-eksenini y = a da keser ve x-eksenine
paraleldir.

y4 F)sx
3 Birim Fonksiyon: f: A — B fonksiyonu her
5 > x €Aigin f(x) = xise f fonksiyonuna birim
x fonksiyon veya 6zdeslik fonksiyonu denir.

Birim fonksiyon

Polinom Fonksiyon: n € N, aq,a4, ..., a, € R ve a,, # 0 olmak lGzere
fIR—R, f(x) =apx™+ ap_1x" 1+ +a,x* +a;x +aq

fonksiyonuna, n. dereceden bir polinom fonksiyon denir. ay, a4, ..., a, sayilarina
da polinomun katsayilari denir.

[

of (x) = —4x3 + 3x% — 5x + 3 Uglincli dereceden,
Aé of(x) = 2x + 4x” yedinci dereceden,
c *f(x) = x birinci dereceden polinom fonksiyonlardir.
:Q | of(x) =x"1+6, f(x)=+/x fonksiyonlariise polinom fonksiyonlar
degildir.

Rasyonel Fonksiyonlar: f ve g iki polinom fonksiyon olsun. g(x) # 0 olmak

Uzere h(x) = % fonksiyonuna rasyonel fonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonlar

paydayi sifir yapan noktalar hari¢ diger noktalarda tanimlidir.

L

3x2—4x+3
* flx) = x3-2x2—x+2

bulunuz.

rasyonel fonksiyonunun tanim kiimesini

Ornek

Coziim: Paydayi 0 yapan x degerlerini bulup reel sayilar kiimesinden ¢ikaralim.
x3—-2x*-x+4+2=0
x—Dxx+Dx-2)=0
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x=-—1, x =1, x = 2 degerlerii¢in payda 0 olur. Fonksiyonun tanim kiimesi
A =R\{-1,1,2}
olarak bulunur.

Mutlak Deger Fonksiyonu: Bir x reel sayisinin mutlak degeri

—x, x <0 ise . - . .
|x| = { olarak tanimlandigini biliyoruz. Verilen bir

x, x=0 ise
f:A—> R fonksiyonunun mutlak deger fonksiyonu da |f]| ile gosterirsek

—f(x), f(x) <O0ise

If|:A— [0, ), IfI(X)=|f(x)|={ F0), f(x)=0ise

olarak tanimlanir. Her x € Aigin [f(x)| =0 'dr.

—

/A

~

—GYJ ofiR—R, f(x) = |x| fonksiyonunun grafigini giziniz.
c | of:R—R, f(x) =x?—4 ise |f(x) | fonksiyonunun grafigini
:5 giziniz.

Coziim a)

—x, x<O0 ise
x, x=0 ise

o) = Ixl = {

'

Bu fonksiyonun grafigi gizilirken,

x < 0igin f(x) = —x fonksiyonunun,

x = 0igin f(x) = x fonksiyonunun
grafigi cizilir.
Bir fonksiyonun mutlak degerinin grafigi ¢izilirken, 6nce fonksiyonun grafigi

gizilir, bu grafikte x-ekseninin altinda kalan pargasinin x-eksenine gére simetrigi
alinir.

Cézimb) f:R— R, f(x) =x?—4 ise |f(x)| fonksiyonunun isaret tablosu

X —oo =2 2 oo
x*—4 + 0 - b +
|x2 — 4l x:—4'1]—x:+4 0 x*—4

olur. Bu tabloya gére y = x2 — 4 fonksiyonunun mutlak degeri;

x> —4, x<-2ise
[f()| = |x?>—4]|={—x24+4, —2<x<2 ise
x>—4, x>2 ise

seklinde yazilir. Buna gére f(x) = x? — 4 fonksiyonunun ve bu fonksiyonun
mutlak degeri olan fonksiyonun grafikleri asagidadir. Karsilastiriniz.
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Ustel Fonksiyonlar: a pozitif bir reel sayi ve a # 1 olmak (izere

fiR— R, f(x) = a* fonksiyonuna istel fonksiyon, a ya da ustel fonksiyonun
tabani denir. Ustel fonksiyonlarin tanim kiimeleri (—oo, o) ve deger kiimeleri
(0, 00) dur.

Logaritmik Fonksiyonlar: f: R — (0,), f(x) = a*

Ustel fonksiyonunun ters fonksiyonuna logaritma fonksiyonu denir ve

f:(0,0) — R, f(x)=log,x olarakifade edilir. Yani,
x=a¥ o y=Ilog,x

dir.

Ustel ve logaritmik fonksiyonlar Unite 9’da ayrintili olarak ele alinacaktir.
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e f(x) = x? — 3 fonksiyonu i¢in asagidakileri hesaplayiniz. |

a) f(6)=? b) f(x+2)=? ¢ fx+h)-f(x)

e f(x) = —x? + 2 fonksiyonu icin;
a) f(x) =—-7isex=? b) f(1—x)=—-7isex=?

¢ Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimelerini bulunuz.

a) f)=7 B f=vx o fG)=1+VX

X

d) f0) == e f(x)=V3x—x?

¢ Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz.
a) f(x)=2x-3 b) f(x) =—x—2

o rw=275 ISR arw=r-2

eAsagidaki fonksiyonlarin birebir ve 6rten olup olmadiklarini
arastiriniz.

a) :R-R, f(x) =4, b) ffR->R, f(x)=3x+2
) :R-R, f(x)=x2-1

d) f:[0,0) > R, f(x) =x2—-1

e) f:[0,00) > [-1,0), x2 —1

e f(x) =2x%2—4 ve g(x) =x—3 fonksiyonlari veriliyor.

a) Bu fonksiyonlarin grafiklerini giziniz.

b) fog=? b) gof=? |
c) y=I|f(x)| ve y=|g(x)| fonksiyonlarini pargah

fonksiyon olarak ifade ediniz ve grafiklerini giziniz.
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AN

*A kiimesinden B kiimesine tanimli bir f fonksiyonu, A' nin x
elemanlarini belli bir kurala gére B 'nin y elemanlarina dénustirir ve
f: A—B,y = f(x) seklinde gésterilir. A 'nin elemanlarini B nin
elemanlarina donustiiren her kural fonksiyon degildir. Ancak ve ancak
¢A 'da file B 'nin elemanlarina déniismeyen eleman kalmaz,

A 'daki her bir eleman B 'de birden fazla elemana déniismez ise f kural
bir fonksiyondur.

oy = f(x) fonksiyonunda, y reel sayi olacak sekildeki x reel sayilarinin
kiimesi f fonksiyonunun tanim kiimesini olusturur. Tanim kiimesindeki
x elemanlarina karsilik f(x) elemanlarinin kiimesi de fonksiyonun
gorinti kiimesidir.

%, f(X) 'in tanim kiimesinde olmak Gzere tim (X, f(x)) noktalarinin
kartezyen diizlemde yerlestiriimesiyle olusan sekil fonksiyonun grafigini
olusturur. Grafik fonksiyonun geometrik modellemesidir ve fonksiyonun
ozelliklerini incelerken biylk yardimcimizdir.

eDusey bir dogru bir fonksiyonun grafigini birden fazla noktada kesmez.

eYatay bir dogru, birebir olan bir fonksiyonun grafigini birden fazla
noktada kesemez.

*Bir fonksiyonun tersinin olabilmesi igin birebir ve drten olmasi gerekir. x
girdisini y ¢iktisina donistiiren bir fonksiyonun tersi, y ¢iktisini tekrar x
girdisine donusttren fonksiyondur.

#Sabit fonksiyon, polinom fonksiyon, rasyonel fonksiyon, mutlak deger
fonksiyonu, tstel ve logaritmik fonksiyon gibi fonksiyonlari bazi standart
fonksiyon tipleri olarak sayabiliriz.

Ozet
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DEGERLENDIRME SORULARI

3x+5

1) f(x) :xz—x—6
a) {2,3}
b) (—2,3)
c) R\{-23}
d) (—%,-2) U (3,)
e) {3,5 —6}

fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

2) F(X) =vXx=2+4-x fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden

hangisidir?
a) (,2)
b) [2,4]
c) (2,4)
d) (4,00)
e) (—o,)

3) Asagidaki fonksiyonlardan hangisi birebirdir?
a) f:R—R, f(x) =x2
b) f:(-1,1) —R, f(x)=x?
¢ f:(=4,-1)—R, f(x)=x?
d fiIR—R, f(x) = |x|
e) fIR—R, f(x) =Vx2+1
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4) y = x? — 2x — 3 fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

c)
A3
"
d) y
A X
1 /L
-4
e) y

5 f(x)=x+1, g(x) =x%—1ise (g o f)(2) asagidakilerden hangisidir?

a) 3
b) 4
c) 2
d 8
e) O
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6) f(x)=13/x+8 ise flasagidakilerden hangisidir?

a) y=3Yx-8
b) y=(x-8)°
c) y=x3-38
1
VY=
e) y=3VYx+3

7) f(x) = |x — 1| fonksiyonunun grafigi agsagidakilerden hangisidir?

a) y
X
0
b) Ya
— 9l
X
_]_T
c) Va
— 9l
X
-]_T
d) y
X
1
e) y
0 X
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8) Asagidaki fonksiyonlardan hangisi 6rtendir?
a) R—R, f(x) = x?

b) f:R—R, f(x)=x3
¢ fi(—4,-1)—(1,17), f(x) = x?
d f:R—R, f(x) = Ix|

e) fiR—R, f(0) =y

9  y=rw Y4

-4

2 2 4

X

Sekillerdeki y = f(x) vey = g(x) fonksiyonlarinin grafiklerine gére
(g ° f)(—=2) degeri nedir?
a) 2

b) -1
c) O
d) -3
e) -2

10) f(x) = 3x + 4 fonksiyonunun ters fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
a) gx) = %x -4

b) g(x) =~
) gkx) =+
d gx)=x-3
e gk) ="~

Cevap Anahtarn
1l.c,2.b,3.c,4.9,5.d,6.b,7.d, 8.b,9.c, 10.e
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POLINOM FONKSIYONLAR

YA |h},/'

Polinom Fonksiyonlar

Birinci Dereceden Polinom
Fonksiyonlar ve Dogrular

ikinci Dereceden Polinom
Fonksiyonlar ve Parabol

Uclincii Dereceden Polinom MATEMATiK :

Fonksiyonlar
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L
=
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4
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* Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

e Birinci dereceden polinom
fonksiyonlari taniyacaksiniz.

e Dogru ve ozelliklerini
ogreneceksiniz.

e ikinci dereceden Polinom
fonksiyonlari 6grenip grafigini
cizebileceksiniz

e Uciincii dereceden polinom
fonksiyonlari 6greneceksiniz.
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Polinom Fonksiyonlar

Birinci Dereceden Polinom Fonksiyonlar

egim =m
e Birinci dereceden polinom fonksiyon ve ‘dogru’ )
e Dogrunun egimi ve grafigi
e Paralel ve dik dogrular 0

y—y, =m(x —xq)

ikinci Dereceden Polinom Fonksiyonlar

o kinci dereceden polinom fonksiyonun y = 2x? y y = x2
denklemi
gl
e kinci dereceden polinom fonksiyonun
grafigi (Parabol) .
o Orneklerle parabol ¢gizimleri
x
0 2
o Uciincii dereceden polinom 3
fonksiyonlarin grafikleri x

[
fx)=x>4+x*>—-5x+3
= (x —1)*(x +3)
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GiRiS
En ¢ok karsilastigimiz standart fonksiyonlardan biri polinom fonksiyonlardir.
a sabit bir sayi olmak tizere, f(x) = a olarak verilen sabit fonksiyon sifirinci

dereceden bir polinom fonksiyon alarak da ele alinir. Bu fonksiyonun grafigi
x —eksenini a da keser ve x —eksenine paralel dogrudur.

f(x) = ax + b, (ave b sabit), fonksiyonu birinci dereceden polinom
fonksiyondur ve grafigi dogrudur. Bu fonksiyona dogrusal ya da lineer fonksiyon
da denir.

ikinci dereceden polinom fonksiyon f(x) = ax? + bx + c,
(a, b ve c sabit), seklindedir. Bu fonksiyonun grafigi paraboldiir.

Bu bélimde polinom fonksiyonlar tanitilip 6zellikle birinci ve ikinci
dereceden polinom fonksiyonlar ayrintili ele alinacaktir. Uglincii dereceden
polinom fonksiyonlardan bazilarinin grafiklerinin ¢izimi icin pratik bilgiler verilecek,
daha ylikdek dereceden polinom fonksiyonlarin grafiklerinin gizimi sonraki
bolimlerde ele alinacaktir.

POLINOM FONKSIYONLAR

TANIM: a4, a4, a,, ..., a, sabit reel sayilar ve a,, # 0 olmak Uzere
f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ . +ayx? + ax? + aq

fonksiyonuna n yinci dereceden bir polinom fonksiyon denir. Polinom
fonksiyonlarin en genis tanim kiimesi R reel sayilar kimesidir.

,7
-

eAsagidaki fonksiyonlari inceleyiniz.

Ornek

Fonksiyon Derecesi

Sifirinci dereceden polinom fonksiyon
a) | f(x)=3 .

(y =3x")

2 S . .
b) f(x)=- 7% +4 Birinci dereceden polinom fonksiyon
2 LAt . .

¢ | f(x)=5x2—x+ = Ikinci dereceden polinom fonksiyon
d  flx)=-6x3+1 Ugtincii dereceden polinom fonksiyon
e)  f(x) =x%—2x3 +x —4 | Besinci dereceden polinom fonksiyon
f) | f(x) =x®—x®+5x—1 | Sekizinci dereceden polinom fonksiyon
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Sifirinci ve birinci
dereceden polinom
fonksiyonlar dogrusal
fonksiyonlardir ve
grafikleri dogrudur.

Dogrunun grafigini
gizerken, iki noktasi
bulunur ve bu
noktalardan gecen
dogru gizilir.

Polinom Fonksiyonlar

Birinci Dereceden Polinom Fonksiyonlar

Birinci dereceden bir polinom fonksiyon

y=fx)=mx+n, m=#=0

seklindedir. Birinci dereceden bir polinom fonksiyonun grafigi dogrudur.

e m = 0 olursa fonksiyon sifirinci derecedendir. Yani sabit fonksiyon olur.
e m ye dogrunun egimi denir.

e Dogru y ekseninin de keser.

e Bu fonksiyonlara lineer (dogrusal) fonksiyonlar da denir.

y = f(x) = mx + n fonksiyonunun grafigini gizerken su ti¢ durumla
karsilasilir: [1]

1.DURUM: m >0 2.DURUM: m< 0 3.DURUM: m=0
y y y
n n n
0 x 0 X 0 x
Sekil 8.1

Bazen lineer fonksiyonlar farkli sekillerde de ifade edilir. Ornegin;
f(x) =3x—4, y=3x—4, y + 4 = 3x, 3x—y—4=0

ayni fonksiyonun farkli yazilislaridir. Birinden digerini elde etmek oldukga kolayd

Ir.

Birinci dereceden bir fonksiyonun grafigini cizmek icin herhangi iki noktasini

bulup bu noktalardan gecen dogruyu ¢izmek yeterlidir. Grafigin eksenleri kestigi
noktalardan da yararlanilabilir.

eAsagidaki fonksiyonlarin grafiklerini giziniz.

v

O |1 f(x)=2x+1

S e)y=2-1x
O e3) 3x —2y =4
Cozim:
a) f(x) = 2x + 1 fonksiyonu egimi 2 olan bir dogrudur. y /
x =0 isey = f(0) = 1 bulunur. Yani y eksenini (0,1) 1 1
noktasinda keser. 2

0 X

y=0isex = —% bulunur. Yani x eksenini (—%, 0) /

noktasinda keser. Sekil 8.2
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Bu iki noktadan gecen dogrunun grafigi verilen fonksiyonun grafigidir. (Sekil

8.2)
b) y=2- %x fonksiyonu, egimi —% olanvey y
eksenini 2 de kesen bir dogru belirtir. Yani y eksenini )

(0,2) noktasinda keser. y = 0 alinarak x eksenini 4
kestigi nokta bulunur. 0 —~
0=2-1x = -x=2 = x=4 Sekil 8.3

elde edilir. Yani x eksenini (4,0) noktasinda keser. (Sekil 8.3)
c) 3x — 2y = 4 denklemini yeniden diizenleyelim: T y /
3
3x—2y=4 & 2y=3x-4 & Y=;X—2 5 —=
3

Egimi % olan ve y eksenini —2 de kesen dogrunun -2
grafigini gizelim. Bu dogru x eksenini y = 0 igin

3 Sekil 8.4

JX = 2=0 ©x= g’te keser. (Sekil 8.4)

Birinci dereceden bir fonksiyon bir dogru belirttigine gére dogrunun
ozelliklerini inceleyelim.

Dogrunun Ozellikleri
Dogrunun Egimi ve Verilen iki Noktadan Gegen Dogrunun Denklemi
A(x4,y1) ve B(x3,y,) gibi iki noktadan gegen dogrunun egimi

v, —y; ydekidegisim Dikey degisim
m= = Y -
x, —x; xdekidegisim Yatay degisim

olarak tanimlanir. (Sekil 8.5)

y
y=mx+n
. ] Y2 g °
Dikey degisimin yatay I
degisime orani L ’g’
dogrunun egimini N
. Y1 : 3 =
verir. T ] S
Yatay Degisim
/
/ 0 X1 2 x
Sekil 8.5
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Bir A(x1,y,) ve B(x,,y,) noktalarindan gecen d dogrusunun denklemini

bulalim. Asagidaki sekilde ADT ve ACB benzer licgenlerinden benzerlik oranlarina

gore,

Sekil 8.6

y—y1:y2—y1
X—X Xo—Xq

esitligi yazilir veya buradan A ve B noktalarindan gecen dogru denklemi

X—Xp _ Y=Y
Xo—=X1 Y2—01

olarak bulunur. Diizenlenip y yalniz birakilirsa dogrunun denklemi,

= — X
y =)’2 Y1 x4 (V1 — Y2)x1
x2 - x1 xZ - xl
L Y ) \ J

T
m n

elde edilir. Bu denklem y = mx + n seklinde yazilir. [2]

[

*A(3,—2) ve B(1,3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini

R
]
c
—

‘O

bulunuz.

Céziim:  A(xq,y1) ve B(x,,y,) noktalarindan gegen

dogrusunun denklemi

A(3,—2) ve B(1,3) noktalarindan gegen dogrunun

X1 __ Y2=V1

X2—X1 Y2—=Y1

oldugundan,

denklemi

x—3 y—(-2)

1-3 3-(=2)

x—3 y+2 .
5~ 5 Sekil 8.8
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__5 .u
Y=TXTS

olarak bulunur. (Sekil 8.8)
Bir Noktasi ve Egimi verilen Dogrunun Denklemi

(x1,y1) noktasindan gegen ve egimi m olan dogru {izerinde herhangi bir

nokta (x, y) ise x ile y arasinda kuracagimiz cebirsel bir
egim=m

baginti bu dogrunun denklemi olacaktir. Bu iki nokta y

icin egim formiilinden (x,y)
(x1, 1)
— X
y—WM —m g
X —x;
Y=y =mx—x) Sekil 8.7

elde ederiz. [3] Bu son esitlik (x4, y;) noktasindan gegen ve egimi m olan
dogrunun denklemidir. (Sekil 8.7)

Sekil 8.9

e1. A(—2,1) noktasindan gecen ve egimi m = 2 olan dogrunun
denklemini bulunuz.

4
v 1
E *2. y —eksenini y = 3 de kesen ve egimi m = > olan dogrunun
(@) denklemi bulunuz.

Céziim: 1. (xq,y1) noktasindan gegen ve egimi m olan dogrunun denklemiy —
v, = m(x — x;) olduguna goére, A(—2,1) noktasindan gegen ve egimim = 2
olan dogrunun denklemi

y—1=2(x-(=2))
y=2x+5
bulunur. (Sekil 8.9)
Cozim: 2. y = mx +n dogru denkleminde x = 0 alirsak, dogrunun
y —eksenini y = n’de kestigini goruriz.
Buna gore, y —eksenini y = 3 de kesen ve egimi m = % olan dogrunun

denklemiy = %x + 3 olur.
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x = b (sabit)

dogrusunun grafigi

y —eksenine

paraleldir ve bu
dogrunun egimi

tanimsizdir.

Paralel dogrularin
egimleri esittir.
Dik dogrularin egimleri
carpimi —1’dir.

Polinom Fonksiyonlar

Eksenlere paralel dogrular

y y x = b dogrusu
3 X,
(x4, Y1) ( 33’2) (xz,}’2)
. 2
a y = a dogrusu
b X
0 X 0| + (1, 91)
Yi=Y2=a X =x=b
Y2=N1 _ Y21 _
m= =0 m="—"——"— = tauumsiz
X2 = x X2 T L
Yatay dogrunun egimi 0 dir Dikey dogrunun egimi
tanimsizdir
Sekil8.10 Sekil 8.11

x —eksenine paralel bir dogru Gzerindeki bltlin noktalarin ikinci
koordinatlari esit oldugundan egimi m = 0 olur. Bu dogru y —eksenini (0, a)’da
kesiyorsa denklemi y = a’dir. (Sekil 8.10)

y —eksenine paralel bir dogru tizerindeki bitiin noktalarin birinci
koordinatlari esit oldugundan egimi tanimsizdir. Bu dogru x —eksenini (b, 0)’'da
kesiyorsa denklemi x = b’dir. (Sekil 8.11)

Buna gore,

Egim, x deki bir birimlik artisa karsilik y de kag birimlik artma veya azalma
oldugunu belirtir.

e Yatay dogrunun egimi sifirdir.

e Dikey dogrunun egimi tanimsizdir.

e Soldan saga dogru yiikselen dogrunun egimi pozitiftir.

e Soldan saga dogru algalan dogrunun egimi negatiftir.

Paralel ve Dik Dogrular

iki dogrunun egimleri ayni ise bu dogrulara paralel dogrular denir. Ayrica
x = a ve x = b gibi (egimleri tanimsiz) y — eksenine paralel dogrular da birbirine
paraleldir. [4]

Ornegin,
y=2x—1 ve y=2x+1 y=2x+1

dogrularinin egimleri (m; = m, = 2) esit
oldugu icin paraleldirler.

Egimleri m; ve m, olan iki dogru igin

m;m, = —1 ise bu iki dogru birbirine diktir. 1 x
Ornegin, 0 1 2

1 / y= —%x +1

y=2x—1 ve y=—§x+1 -1
) .. . Sekil 8.12
dogrularinin egimleri garpimi my;m, =
2 (— %) = —1 oldugundan birbirine dik dogrulardir. (Sekil 8.12)
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N

e (2,1) ve (—2,3) noktalarindan gecen dogrunun denklemini ve
bu dogruya dik olup orijinden gegen dogrunun denklemini
bulunuz.

Bireysel Etkinlik

iKiNCi DERECEDEN POLINOM FONKSIYONLAR VE
PARABOL

a,b ve c reel sabitler ve a # 0 olmak lizere
y=ax?+bx+c
esitligi ile verilen fonksiyon ikinci dereceden bir polinom fonksiyondur.

Ornegin,y = 3x2 —x+ 7 ve f(t) = —2t? + 3 birer ikinci dereceden
polinom fonksiyonlardir.

ikinci Dereceden Polinom Fonksiyonun Grafigi (Parabol)

y = ax? + bx + ¢ ikinci dereceden polinom fonksiyonun grafigi parabol
olarak adlandirilir. Bu fonksiyonun en genis tanim kiimesi R reel sayilar
kiimesidir. a > 0 ise grafik koordinat dlizleminde yukari dogru sinirsiz olarak
genislemektedir. Bu durumda paraboliin kollari yukari dogrudur. a < 0 ise
paraboliin kollari koordinat diizleminde asagi dogrudur.

Her bir parabol, simetri ekseni denilen dikey bir dogruya gore simetriktir. Bu
simetri ekseninin parabolii kestigi noktaya paraboliin tepe noktasi denir. Bu tepe
noktasinda, a > 0 ise y en kiiglik degerini, a < 0 ise y en buyuk degerini alir. [5]
(Sekil 8.13’l inceleyiniz.)

( eksen | AY Ve tepe noktasi h

S

N [T\

tepe noktast

y=axi+bx+c a>=0 y=ax’+bx+c a<0

Sekil 8.13
Paraboliin tepe noktasi ve eksenleri kestigi noktalar bilinirse grafigi
rahatlikla gizilebilir. Simdi tepe noktasini tespit edelim:
y = f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunu (parabol denklemini)

f(x)=ax®>+bx+c
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(2 b b2> b?
=alx +ax+— +c——

4a 4a
3 ( N b)2+4ac—b2
fx)=aix 2a 4a
. b\? . b . . .
seklinde ele alahm. (x + 5) = 0 oldugundan, x = 5, igina > 0 oldugunda
f(x) en kuglk, a < 0 oldugunda f (x) en buyik degerini alir. Yani tepe noktasinin
birinci koordinati x = —Z%'dw. x'in bu degerine karsilik y koordinati
b 4ac—b? . .

y=f (— E) == olur. Boylece tepe noktasinin koordinatlarini

- b 4ac — b?
2a’  4a

Simdide y = f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunun grafiginin eksenleri
kestigi noktalari aragtiralim:

olarak buluruz.

e x =0 iginy = c elde ederiz. Yani grafik y —eksenini (0, ¢) noktasinda
keser.

e y=0ise ax?+bx+ c=0denklemini ¢c6zmeliyiz.

e b% —4ac < 0ise ¢oziim yoktur. Grafik x —eksenini kesmez. Bu halde;
a > 0 ise grafik x —ekseninin Ustlinde , a < 0 ise grafik x —ekseninin
altinda kalir.

e b?—4ac = 0 ise grafik x —eksenini bir tek (—%, 0) noktasinda

keser. Bu nokta tepe noktasi olur ve grafik x —ekseninin ya altinda ya da
Ustlinde kalir.

e b%—4ac > 0 ise denklemin

-b—Vb2-4ac -b+Vb2-4ac
x1 = —2(1 ve x2 = —Za

—-b—Vb?—-4ac
——,0]) ve

gibi iki ¢c6zlmu vardir. Buna goére grafik x —eksenini ( oy

(—b+Vb2—4ac 0)

2a

noktalarinda keser.

Ornek

oy = 2x2 — 3x — 2 paraboliiniin grafigini ¢iziniz.
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Coziim: a =2, b= -3, ¢ = —2 dir.a > 0 oldugundan paraboliin kollari yukari
dogru acilir. Eksenleri kestigi noktalarin ve tepe noktasinin koordinatlarini bulup
grafigi cizelim.

x = 0isey = —2 olur. Yani y —eksenini (0, —2) de keser.
y = 0ise 2x? — 3x — 2 = 0 denkleminin ¢dziimii olarak

-b—Vb?—4ac _ —(-3)-/(-3)?-42.(-2) _ 1

X1=

2a 2.2 2
ve
—b+VbZ—4ac  —(=3)+/(-3)2—4.2.(-2)
X2 = 2a = 2.2 =2

elde ederiz. Buna gore paraboliin x —eksenini kestigi noktalar (—% , 0) ve (2,0)
olur.

=T (Z, —%5) noktasidir. (Sekil 8.14)

4ac—b2)

Tepe noktasi T (—i ,
2a 4a

(3 _25)
4’ 8

Sekil 8.14

ol. y=x2
2. y=—Xx
e3. y=x2+c fonksiyonlarinin grafiklerini giziniz.

2

7
X
v
-
'O
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Coézim:

1. y = x? fonksiyonu eksenleri (0,0) noktasinda, yani orijinde keser. Kollar
yukari dogru acilir. (0,0) noktasi ayni zamanda paraboliin tepe noktasidir.

Grafigi cizmek icin paraboliin gectigi birkag nokta daha tesbit edip bu
noktalardan yararlanalim. (Sekil

8.15) y
9

M Ry Paraboliin

noktasi y =x?
-3 9 (-3,9)
-2 4 (-2,4) 4
-1 1 (-1,1)
0 0 (0,0) 1
1 1 (1,1) P
2 4 2.4) -3 -2 -1 |0 1 2 3 %
3 9 (3,9) Sekil 8.15

2. y = —x? fonksiyonunun grafigi (y = —x? parabolii) (0,0) noktasinda
eksenleri keser ve kollar asagi dogru acilir. (Sekil 8.16)

( N ™

Sekil 8.16 Sekil 8.17

3. y = x? + ¢ paraboliiniin grafigi, y = x? paraboliiniin grafiginin c > 0 ise ¢
kadar yukari, ¢ < 0 ise ¢ kadar asagi kaydiriimasiyla olusur (Sekil 8.17).

% el. y=x2+43
C o2 y=—x2-4
:Q | 3. y=-x2+9 fonksiyonlarinin grafiklerini giziniz.
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Cozim:

1. y = x? paraboliiniin gizimini biliyoruz. Bu grafigin 3 birim yukari
kaydirilmasiyla y = x2? + 3 parabolii cizilmis olur veya asagidaki durumlari
gbz online alarak da cizebiliriz: (Sekil 8.18)

e x = 0isey = 3 olur. Yani y —eksenini y

y = 3 de keser.
e y=0icinx?+ 3 = 0 denkleminin

¢O6zUmi yoktur. Yani x —eksenini kesmez.

y=x%+3

e x2 nin katsayisi pozitif oldugundan kollari 3

yukari dogrudur.
e Gerekirse gectigi birka¢ nokta da bulunup 0 X

Sekil 8.18

grafik gizilirken bu noktalardan da
yararlanilir.

2. y = x? — 4 paraboliinii gizelim:

e x =0 isey = —4olur. Yani y —eksenini (0, —4) de keser. Bu ayni
zamanda tepe noktasidir.

e y=0isex?—4 = 0 denkleminin ¢6ziimii x = F2'dir. Yanix —eksenini
x = —2 ve x = 2’de keser.

e x? nin katsayisi pozitif oldugundan kollari yukari dogrudur.

Bu bilgiler y = x2 — 4 paraboliiniin gizilmesi icin yeterlidir veya kisaca y =
x?2 paraboliiniin 4 birim asagi kaydirilmasiyla da gizilir. (Sekil 8.19)

y 9 Yy
y=x2_4 y=—x2+9
X
2\ 0 2 -3 0 3 %
—4
Sekil 8.19 Sekil 8.20

3. y = —x? paraboliinii 9 birim yukari kaydirirsak y = —x2 + 9 paraboliinii
¢izmis oluruz. (Sekil 8.20)

d
/ a
E

~
Q| el y=2x?
O | *2. y =%

e3. y=x?—2x—3 fonksiyonlarinin grafiklerini ciziniz.
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Cézim: 1. ve 2.

y — ZXZ y y = XZ

8 41

4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1

o x
0 2 0
sekil 8.21 Sekil 8.22
Ustteki sekilde Ustteki sekilde
y=x% ve y=2x? 2 4.2

=x° ve y=-Xx
fonksiyonlarinin grafikleri Y Y=

I e fonksiyonlarinin grafikleri

karsilastirilmistir.
Coézim: 3.

Bu fonksiyona =1, b = —2, ¢ = —3 ile ikinci dereceden bir Polinom
fonksiyondur. a > 0 oldugundan grafik yukari dogru acilan bir paraboldiir.

e x = 0alirsak y = —3 olur. Yani y —eksenini (0, —3)'te keser.
e y =0 igin x2 — 2x — 3 = 0 denklemini ¢dzerek x —eksenini kestigi
noktalari buluruz.

b2 —4ac=(-2)2—4-1-(-3)=16 >0

oldugundan denklemin iki kokd vardir. Bunlar
y y=x%—2x-3

—b—Vb2%-4ac
X =——— = -1 ve
, = —b+Vb2—-4ac - 3dir.
2a
: . 0 1 X

Yani x —eksenini (—1,0) ve (3,0) noktalarinda keser. _1\ 3
-3
T, -9
Sekil 8.23

e Paraboliin tepe noktasi

T( b 4ac—b2>_( -2 4:1-(=3)—-(-2)2

"2a" 4a 2 4-1 ):(1,_4)

noktasidir. (Sekil 8.23)
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[

oy = —2x2 — 2x + 3 fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Ornek

Coziim: a = —2 < 0 oldugundan grafik asagi dogru acilir.
e x = 0iginy —eksenini y = 3’te keser

e b%—4ac=(-2)>—4-(—2)-3 = 28> 0oldugundan grafik

x —eksenini
(—b—\/b2—4ac’ 0) _ (—1—\/7’ 0) ve (—b+\/b2—4aC,0> _ (—1+\/7’O)
2a 2 2a 2

noktalarinda keser.

—p2 —
e Tepe noktasi T(—z% , fac-b ) = (71%) noktasidir. (Sekil 8.24)

4a
-1 7
T(57) 4y
3
—1—/7 —1+7
2 2
0
Sekil 8.24

o f(x) =x>—6x+8

ey =3x%+12x +4

e f(x) = —x?+2x+1

ey=3x2—-2x+1 ikinci
dereceden fonksiyonlarin eksenleri kestigi noktalarini, tepe
noktalarini bulup grafiklerini giziniz.

Bireysel Etkinlik

UCUNCU VE DAHA YUKSEK DERECEDEN POLINOM
FONKSIYONLAR

Polinom fonksiyonlari incelerken polinomun ¢arpanlara ayrilmasi isleri

kolaylastirir.
f() = apx™ + ap_1x" 1+ ... +a,x? + ayx? + ay, a, #0 polinomu verilsin.

f(x) = 0 denklemine polinom denklem denir. Bu denklemin ¢ézimiine

(koklerine) f (x) polinomunun sifiri denir.
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o Eger f(k) =0ise (x — k), f(x) polinomunun bir garpanidir.

e Eger (x — k), f(x) polinomunun bir garpani ise f (k) = 0’dur.

e Polinomun katsayilari birer tamsayi ve (px + q), f(x) in bir ¢arpaniise

p, a,’ nin béleni, q da ay’in bolenidir.

Buna gore a,, = 1 ise polinomu sifir yapan degerleri ay 1n ¢arpanlarindan

biri olarak aramak gerekir. Eger k sayisi a, In ¢arpanlarindan birisi ve f (k) =0 ise

polinomun bir ¢arpani olarak (x — k) y1 bulmus oluruz. f (x) polinomunun

(x — k) ya bolerek diger carpani buluruz.
[

e P(x)=2x3 —3x2+ 1 polinomunu garpanlara ayiriniz.

Ornek

Goziim: P(x) =2x3—-3x%+1
bolenler F1 F2 F1

Muhtemel ¢arpanlar:
x-1), (x+1), (2x-1), (2x+1)

x = 1igin P(1) = 0 oldugundan (x — 1) polinomun garpanidir.

2x3 —3x%2+1 x—1
2x3 — 2x? 2x2—x—1
—x*+1
—x%+x
—x+1
—x+1

0
Buna gore polinom  P(x) = (x —1)(2x2—x—1) seklinde
¢arpanlara ayrilmis olur.

éqj e(x—3), (x—1), (x+2) ifadelerinden hangisi
C P= 2x3 + 7x? + 7x + 2 polinomunun ¢arpanidir?
@)

Céziim:

(x—3)igin P(3)=213)3+73B)2+7(B)+2+#0, (x—3) carpan degildir.
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(x—1Digin P(1)=2(13+7(1)?+71)+2+#0, (x—1) carpan degildir.
(x +2)igin P(=2) =2(-2)3+7(-2)>+7(-2)+2=0, (x+2) garpandrr.
Ugiincii Dereceden Polinom Fonksiyonlar

f)=ax3+bx?>+cx+d, a+0, ab,c,d€ R, fonksiyonu iigiincii
dereceden polinom fonksiyondur.

Once f(x) = ax® fonksiyonunu géz 6niine alalim. Grafigi asagidaki gibidir
(Sekil 8.25).

a > 0icin a < 0igin

y y =ax? y = ax? y

Sekil 8.25

Diger bitin f(x) = ax3 + bx? + cx + d lglincii dereceden polinom
fonksiyonlar ¢arpanlarina ayrilirken asagidaki dért durumdan biri ile karsilasilir.

y / o f(X)=alx—k)?3=alx—k)(x—k(-k).
/k Bu durumda birbirine esit t¢ kokt vardir, bu da x = k’dir. Grafik gizilirken
/ x x —eksenini sadece x = k’da keser.
y o f(¥)=alx—k)?*(x—-m)
\/ Bu durumda, koklerden ikisi esit, biri farklidir. Bunlar x; = x, = k (iki
- m kath kok), ve x3 = m dir. Grafik x —eksenine x = k da dokunur, x =
\ x m’de keser.

y
/ o fO0)=a(—k)(x—m)x—n)
\m X

Bu durumda, x = k,x = m,x = n gibi lg farkh kdk vardir. Grafik x-

eksenini ti¢ farkl noktada keser.

Y / e f(x) =a(x —k)(x% + px + q) Burada bir ikinci dereceden garpan
k (kokleri olmayan) ve bir de birinci dereceden garpan vardir. Polinom

/\\/ x fonksiyonun kokl sadece x = k’dir.
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v
% el) y=x3-3x>-x+3
C e2) y=x3+x*-5x+3
O | e3) y=—x3+6x>—-12x+8
fonksiyonlarinin grafigini giziniz.
Coziim:
1) =x?>(x-3)—(x—13) y
= (=D ~3) /% )
= G+ D= Dx - 3) /—1 ‘ N3

Yani f(x) = (x + 1) (x —1)(x — 3) olur.

Yy
2) f(x)=x3+x%2—-5x+3 M
=(x—-1)%x+3) X
3) f(x)=—x3+6x2—12x+8 8
:(2—x)3 X
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AN
°ay,aq,ay,...,a, sabit reel sayilar ve a,, # 0 olmak tizere
f(xX) = apx™ + an_1x" 1+ ... +a,x? + a;x? + a, fonksiyonuna
n yinci dereceden bir polinom fonksiyon denir.

ePolinom fonksiyonlarin en genis tanim kiimesi reel sayilar kimesidir.

of(x) =5 = 5x° sifirinci dereceden bir polinom fonksiyondur.

of(x) = 7x + 8 birinci dereceden bir polinom fonksiyondur.

of(x) = 4x? — 3x + 6 ikinci dereceden bir polinom fonksiyondur.

of(x) = x” + 2 yedinci dereceden bir polinom fonksiyondur.

Birinci dereceden bir polinom fonksiyonun grafigi koordinat diizleminde bir
dogrudur. Dogrunun denklemi ax + by + c =0veyay = mx +n
seklindedir. Burada m ye dogrunun egimi denir. E§im dogru boyunca y deki
degisimin x deki degisime oranidir.

*Bir dogrunun grafigini cizmenin pratik bir yolu, dogru tizerinde iki nokta

bulup bu noktalardan gecen dogruyu gizmektir.

*A(x1,y1) ve B(x;,y,) noktalarindan gegen dogru denklemi
YT gy,
X2—X1 Y2—Y1
*(x1,y1) noktasindan gegen ve egimi m olan dogrunun denklemi
y—y, =m(x —xy) dir.
eParalel dogrularin egimleri esittir. Dik dogrularin egimleri carpimi —1 dir.
Tersine, egimleri esit olan dogrular paralel, egimleri carpimi —1 olan
dogrular diktir.

ea # 0 olmak iizere y = ax? + bx + c ikinci dereceden Polinom
fonksiyonun grafigi koordinat diizleminde bir paraboldiir. Her bir parabol,
simetri ekseni denilen dikey bir dogruya gore simetriktir. Bu simetri
ekseninin paraboli kestigi noktaya paraboliin tepe noktasi denir. Bu tepe
noktasinda, a > 0 ise y en kiglk degerini, a < 0 ise y en biyik degerini
alir.

ey = ax? + bx + c fonksiyonunun grafigi olan parabolii cizmek icin,
paraboliin tepe noktasini ve eksenleri kestigi noktalari bulup bu
noktalardan yararlaniriz. a > 0 ise grafik koordinat diizleminde yukari
dogru sinirsiz olarak genislemektedir. Bu durumda paraboliin kollari yukari
dogrudur deriz. a < 0 ise parabolin kollari koordinat diizleminde asagi
dogrudur.

of(x) =ax3+bx’>+cx+d, a# 0, a,b,c,d € R, fonksiyonu iigiincii
dereceden polinom fonksiyondur.

—

Ozet
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DEGERLENDIRME SORULARI

1. Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin grafigi dogru belirtmez?

a) y=2x
b) y = x?
) y=x-2
d y=2
e) x=2

2. (1,3) ve (—2,2) noktalarindan gegen dogrunun denklemi asagidakilerden

hangisidir?
1 8
a) y= 3Xxt3
b) y=3x+8
c) y=x+3
d y=3x +§
e) y=8x+3
3. (1,3) noktasindan gegen ve egimi m = —2 olan dogrunun denklemi

asagidakilerden hangisidir?
a) y=-2x+3

b) y=—-2x

c) y=-2x+5
d y=3x-2
e) y=3x+1

4. Asagidaki dogru ciftlerinden hangileri diktir?
a) y=2x—-1, y=%x+3
b) y=3x-2, y=3x+%
c) y=-2x+1, y=%x—3

d y=x+2, y=—-x-—2
e) y=—-2x+3 y=2x-3

5. 2x —4y + 1 = 0 dogrusuna dik olan ve (—1,2) noktasindan gegen
dogrunun denklemi asagidakilerden hangisidir?

a) y=-2x
b) y=2x
c) y=-2x+5
d y=2x+1

1,1
e) y=-x+;
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6.

10.

(4,—1) ve (1,2) noktalarindan gegen dogrunun egimi agagidakilerden

hangisidir?

_1
a) -
b) -1
c)
d 5

1

e) — Z

Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin grafigi paraboldir?

a) y=2x-3

b) y=x%-x

o y=2x3-2x+5
d y=3

e) y=|x|

Asagidaki parabollerden hangisi x-eksenini kesmez?
a) y=x?

o) y=x*2—-2x+3
d y=-x2+4+2x+2
e) y=-x?+1

y = —2x? + 4x — 1 paraboliiniin tepe noktasi asagidakilerden hangisidir?
a) (1,4

b) (1,1)

c (1,-1)

d) (-1,-2)

e) (0,0)

Yandaki parabol asagidaki
fonksiyonlardan hangisinin
grafigidir?

a) y=x2-2x+3

b) y=-2x%+2x-3
) y=x%-2x

d y=-x?—-2x+3

e) y=-x%+4

Cevap Anahtari
1.b, 2.3, 3.c,4.c,5.d, 6.b, 7.b, 8.c, 9.b, 10.d
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

o Ustel Fonksiyonun Tanimi
Ustel

> e Ustel Fonksiyonun e=2.71828 ...
Fonksiyonlar

Ozellikleri

e Ustel Fonksiyon igin bazi f(x) =e*
Uygulamalar

o Logaritma Fonksiyonun Tanimi

Logaritma Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri
Fonksiyonu

y=a*  x=1log,y

Ustel ve . y=e y )y =log.x,a>1
Logaritma
Fonksiyonlarimin 1 0 1 x
Grafikleri 5 7 /

USTEL VE LOGARITMA FONKSIYONU

Ustel ve
Logaritmik
Ifadeli
Denklemlerin
Coziimii

logz6
logz4log,5logs6 = 1/9{4—2 = log;6

TogsTogs
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Ustel fonksiyonda
taban pozitif bir sabit
sayidir. Taban 1
alinmaz.

Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

GiRiS
Belli bir buylkliik, belli bir zamanda ve belli bir olayin etkisinde kalarak
kendisine oranla degisiklik gbsterebilir. Bu duruma, niifus artisi, ekonomik bliyime

hesaplari, bilesik faiz hesaplari gibi bircok hesaplama tiriini 6rnek gosterebiliriz.
Bu tiir hesaplamalari yaparken ustel fonksiyonlar kargsimiza gikar.

Logaritma fonksiyonu ise iistel fonksiyonun ters fonksiyonudur. Ustel olarak
artan cokluklarda, ¢ok biylyen sayilarla islem yapmanin zorlugundan kurtulmak
icin bu sayi yerine belli bir tabana gore sayinin logaritmasi kullanilir.

USTEL FONKSIiYON

TANIM: a pozitif bir reel sayive a # 1 olsun.
fiR->R, f(x)=a"

fonksiyonuna dstel fonksiyon, a ya da Uistel fonksiyonun tabani denir.

Her x icin a® > 0 olur. Bu nedenle Ustel fonksiyonun gérinti kiimesi pozitif
reel sayilar kiimesidir.

Tanima gore,

fo=2% =), hw=r", s=02)"

2

birer Gstel fonksiyonlardir. Ancak,

f0) =25 g0 =(-1), he =17

Birer Ustel fonksiyon degildirler.

B =2

X
of(x) = G) fonksiyonlarinin grafiklerini x ‘e degerler vererek

a4
Q
[
(@] clziniz.

X
Cozim: y =2%* ve f(x) = G) fonksiyonunun grafigini ¢izmek icin x in bazi

degerlerini yazarak asagidaki gibi bir tablo olusturalim (Tablo 9.1).

Tablo 9.1
X —3 —2 -1 0 1 2 3 4 5
V() ARIGHIGRIERIG NG NGRIG G
- 1 1 1 1
2 =8 =4 =2 =1 = — = — =— | =— | =—
2 4 8 16 32
e 7 s 2 21 e 7 s 2>
y=2*
8 4
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1 X
f(x) = (E) fonksiyonunun 6zellikleri

1. Fonksiyon bitin x degerleri igin

azalandir. (Yani x arttikca y
azalmaktadir)

2. Fonksiyon daima pozitifdir. (Yani
grafigi x — ekseninin lstiinde kalir)

3. x> o i¢cin y—>0
X = —00 icin y—
(x buyudukge y sifira yaklasmaktadir)

4, x<0 icin y>1
x=0 icin y=1 (sekil9.1)

-4 =) 0 2 x
Sekil 9.1

f(x) = 2* fonksiyonunun 6zellikleri

1. Fonksiyon bitin x degerleri igin
artandir. (Yani x arttikga y de
artmaktadir)

2. Fonksiyon daima pozitiftir. (Yani grafigi
x — ekseninin Ustlinde kalir)

3. x>0 igin y—>
x—>— icin y—0
(x kiglldikge y sifira yaklasmaktadir)

4, x<0 icin 0<y<1
x=0 icin y=1
x>0 icin 1<y (Sekil 9.2)

-2 0 2 4 x
Sekil 9.2

Benzer sekilde;

f(x) =4 ve g(x)=3*
Fonksiyonlarinin  grafikleri yanda
verilmistir. Karsilastiriniz (Sekil 9.3).
(0, 1)

x>0, flx) > glx).

x <0, flx) < gl(x). X

sekil 9.3
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

Ustel fonksiyonun grafigi cizilirken a nin (tabanin) 1’den biiyiik veya 1’den

kiicik olmasi goz oniine alindiginda asagidaki duruma dikkat edilmelidir.

fx)=a* 1>a, x €R

Tanim kiimesi : R = (—0, )

Goriintii kiimesi : R* = (0, o)

Diger  :y —eksenini (0,1) de keser.
Artan fonksiyondur.

x kuglldukge y sifira yaklasir.

YA
y=a*,a>1 A
x-eksenine . Akrtgn

yaklagir , ‘onksiyon

\ (0,1)

.
sekil 9.4
Dogal (ustel fonksiyon olarak

bilinen 6nemli bir Gstel fonksiyon vardir.
Bu fonksiyonda taban e = 2.71828...

1 n
sayisidir. n sayisi arttikca (1 +;)

sayisinin yaklastigi deger e sayisidir. Bu e
sayisi Euler sayisi olarak da bilinir. @
sayisi gibi e sayisi da bir irrasyonel
sayidir.

Diger

f(x)=a* 0<a<]l,

Tanim kiimesi

x€ER

: R=(—o00,0)

Goriintii kiimesi : R* = (0, o)

: y —eksenini (0,1) de keser.

Azalan fonksiyondur.

x blyldlkge y sifira yaklasir.

\

YA

Azalan
fonksiyon x-eksenine
\ vaklasir
(0,1) ,/} )
Sekil 9.5
Tablo 9.2
1 n
n (1 ar —)
n
1 2,0000000000000
2 2,2500000000000
5 2,4883200000000
10 2,5937424601000
100 2,7048138294215
1000 2,7169239322355
10000 2,7181459268244
100000 2,7182682371975
1000000 2,7182804691564
CO 2,7182818284591

f(x) = e* fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 9.6
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Ustel fonksiyonlarla ilgili asagidaki 6zellikler vardir:
Tablo 9.3

1 a°=1 a=#0
2 al=a
3 1
3 a x = E
4 a*-b* = (ab)*
5 (a¥)Y =a"Y
6 a*a? =a*tV
7 @® =09 o ()= g(x)

X
a* _ x-y
ay

eAsagidaki drnekleri inceleyiniz.

-x_1 s e
27 =5 27 = 23 8
2*5% = (2-5)* = 10"
(5%)Y = 5%, (3%)3 =3%3 =36 =729
4*4Y = 4%, 2223 =223 =26 =64

32xt1 —3x-1 9y 4 1=x—-12x=-2
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

FA\

«3*+1 = 3/3 ise x ‘in degerini bulunuz.

X | «10* = 0.001 ise x ‘in degerini bulunuz.
Q x iyt .. T

C | e———— ifadesini sadelestiriniz.

| - Xy

@) 4x2(—y‘1)_2

T30 ifadesini sadelestiriniz.

5 . . .
e3X°=5x+2 — 9X*+1 jse x ‘in degerini bulunuz.

Cozim:
1. 3x+1 = 3\/§ = 3¥+tl — 3. 3% = 33X+l = 31+%

3
2 3 1
= 3¥t1 =32 >x+l=> = x=-

1 1 _
2. 10*=000l=—=—=10"3 = X =—3
1000 103
1,1 1 1
Tyt Py iy (1 1) Xy _xy , Xy
x-ly-1 T L1 1 T\ Ty 1—x+y—y+x
xy
4x2(_y—1)-2 (4x2)y(‘1)(‘2) 4x2y? x276y2=(-9)  y—4y6 6
(-2x2)3(y~2)2 (-2)3x23y(-22  —_gxby~* -2 T2 T axt

5. 3%%-5x+2 — gx+l _y 3x%-5x+2 — (3H** = 3x?-5x+2 — 32(x+1)
3x2—5x+2 = 32x+2)
x2—=5x+2=2x+2
x2=7x=0

x(x—=7)=0

“G L UL U

x=0 veya x=17
Ustel Fonksiyon igin Bazi Uygulamalar

Bir t zaman araliginda, bir P biliytkligindeki degisim miktari b ise r = % ye
degisme orani denir.

Buna gore t, baslangic aninda P biyukligiindeki bir nesnenin t = 1 (birim
zaman) araligindaki degisme orani r ise n bir pozitif tamsayl olmak Uzere, nt
zamanda bu bliyiklGgin hangi miktara ulastigini bulalim:

Zaman Blyukluk
to - P
to+1 - P+rP=1+r)P
to+2 - @A+7r)P+r(1+7r)P=(1+1)%P
to+3 - (A+7r)?P+r(1+7)?P=1+71)3P
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to+tn - (@A+n"P

Ulasilan buytklik y = P(1 4+ r)™ bigiminde zamanin bir Gstel fonksiyonu
olarak karsimiza cikar. Belli zaman araliklarinda miktarda azalma durumu varsa
ulasilan buyuklik y = P(1 —r)™ olur. Yani;

artmadurumunda y=P(1+nr)"
azalmadurumunda y=P(1—-1r)"

yazilir. Burada P =1 alinirsa y = (1 + )™ sayisi n tane birim zaman sonunda
blyikligin kag katina giktigini gosterir. Bu ise Ustel fonksiyon olup bilesik faiz
hesaplarinda kullanilabilecegini gosterir.

Ornegin; t = 1 yil alinirsa P ile ana parayi, 7 ile yillik faiz orani gésterilirse n
yil sonra paranin ulagtigi miktar y = P(1 + )™ olur.

% *10000 TL anapara yillik %20 (bilesik) faizle vadeli olarak bankaya
E yatirilirsa dort yil sonra ana para kag liraya ulasir.
@)

20

Coziim: P =10000 TL , r= oo M= 4 igin
— P(1+ 7)™ = 10000 (1 .20 )4 = 10000 (12)4 — 20736 TL
y=PA+n)"= 100) ~ 10)

% #3550 niifuslu bir ilcenin nifusu yilda 0,03 oraninda artiyor. 10 yil
E sonra bu kdylin nifusu kag kisi olur?
@)

Céziim: P = 3550 Kisi , r = %, n =10 igin

10 10

3 03
— n — - — - — ici
y =P(1+7)" = 3550 (1+ 100) 3550 (100) 4771 Kisi
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log,x
a nin hangi kuvvetinin
x oldugunu soyler.

Logaritma
fonksiyonunda taban
yazilmamissa tabanin

10 oldugunu anlariz

Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

% eGlinde 8 kat artma 6zelligine sahip 3000 hticreli bir bakteri toplulugu
E 5. Gun sonunda kag hiicreli bir bakteri toplulugu olusturur?
@)

Coziim: P =3000 Hiicre , r=8, n=25 igin
y =P(1+7r)"* =3000(1+ 8)> =3000(9)° = 177147000 Hiicre

LOGARITMA FONKSIYONU

a>0, a+# 1olmakizere f:R-R*, f(x)=a* ustel fonksiyonu bire
bir ve 6rten bir fonksiyon oldugundan ters fonksiyonu vardir. Ustel fonksiyonun ters
fonksiyonuna logaritma fonksiyonu denir. Buna gore;

fiRT >R, f(x)=log,x a>0 a1
fonksiyonu x in a tabanina gore logaritmasini verir.

Ustel ve logaritma fonksiyonlarindan biri digerinin tersi olduguna gére,
aralarinda

y=a* & x=Ilog,y
bagintisi yazilabilir.

Ornegin;

8=2% o log,8=3

81 =3* & log,81 =4

0,0001 = 10* & log,,(0,0001) = —4
1 <1>2 | 1 ,
—=|-] & — =
2~ \2 0817

Ayrica, a > 0 igin a® = 1 oldugundan log,1 =0 ve a' = a oldugundan
log,a =1 dir. Tabanin “ e = 2,71828 ... * alinmasi logaritma fonksiyonunda
onemli role sahiptir. Logaritma fonksiyonunda taban e alinirsa bu fonksiyona dogal
logaritma fonksiyonu denir. Dogal logaritma fonksiyonu f(x) = Inx seklinde
gosterilir.

f(x) = log.x = Inx, x>0

Logaritma fonksiyonunda taban genellikle e ya da 10 olarak alinir. Taban 10
secildigi zaman genellikle taban yazilmaz.

f(x) = log,ox = logx, x>0
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*y = log,x fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Céziim:

Bir fonksiyonun grafiginin y =x
dogrusuna goére simetrigi, bu fonksiyonun
ters fonksiyonunun grafigidir. Buna gore
y = 2% fonksiyonunun grafiginin y = x
dogrusuna goére simetrigi y = log,x
fonksiyonunun grafigini verir.

1000 = 103 oldugundan log;,1000 = 3

veya log 1000 = 3 yazariz.

=1 -1 _q103 5 =—
0.001 = T P 10 oldugundan  log(0.001) = -3
yazariz.

log100 = log10? = 2

1
log V10 = log10z = i

logx = =1 = x =?,cevap: logx = -1 x=10"1 = %

0<a<1iginy =log,x fonksiyonunun,
a>1 icin y = log,x fonksiyonunun grafigini giziniz.
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¢ozim:
1. y=logsx, 0<a<1 2. f(x)=a* 1<a
Tanim kilmesi  : R = (0, ) Tanim kilmesi  : R = (0, )
Gorintii kiimesi: R = (—o0, 00) Gorintii kiimesi : R = (—o0, 0)
Asimptot :x=0 (y—ekseni) Asimptot :x =0 (y—ekseni)
Diger  :x —eksenini (1,0) de keser. Diger :y —eksenini (0,1) de keser.

Azalan fonksiyondur. Artan fonksiyondur.

y) y= log,x,a>1

Y y=log,x,0<a<1
x x

1

Sekil 9.8 Sekil 9.9

Logaritma ile ilgili asagidaki 6zellikler yazilabilir.

Tablo 9.3

a>0 vea+1 olmakizere

1. | Pozitif olmayan reel sayilarin logaritmasi tanimh degildir.

2. | log,1=0

log, a= 3. log,a=1

4. log, (u-v) =log, u+log v

5. | log, (%) =log,u —log, v

6. log,u’ =b-log u

log, c
7. logbc—log 5

a

(Taban degistirme formiilii)

8. alogax =y

{ Taban degistirme formiliinu kullanarak logx ve Inx i birbiri

gl 1 ban degisti formaltnid kull k log l i birbiri
cinsinden ifade ediniz.

4 1 o .. A

Q 2. logabx=;logax oldugunu gosteriniz.

E 3. log164, log3/10, log,0.125 degerlerini hesaplayiniz.

H@® ) V2
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

Coézim: 1.

1
In10 = 2.30258... > —— =0.43429...
In10

1
loge = 0.43429 ... —— =2.30258...
loge

degerlerinin kullanilmasiyla

logex  Inx

= lnx ~ 0.43429]
l0g,10 _In10  Inl0 ™ e

logx = log px =

logiox 1

Inx =log,x =

= = l ~ 2.30258l
logpe loge 0g% 0g%

elde edilir. (Bu hesaplamalarda hesap makinesi kullanilmasi gerekir)
Cozim: 2.
log,bx =y olsun. Bu durumda,
x = (a?)” = a?
= by = log,x (y yerine yukaridaki degeri yazilirsa)
= b logpx =log,x
= log px = %logax
elde edilir.
Cozim: 3.

e log164=10g164=1log -125 = =r10g,25 = (—2)l0g,2°
3 1 27 5

=(=2)-6-log,2 =(-12)-1=—12

1
e logi1l =loglO§=§log10=§-1=§
e log,0.125=log, (1102—02) = logzé =1log,273 = (-3)log,2=(-3)-1=-3

!/ \ 1) y =log(4 — x?) 2) y=log4—x?)

= 1
1+x 1
GC) 3) y = lOgE 4) y = 3x-2
| -
0O fonksiyonlarinin en genis tanim kiimelerini bulunuz
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

Céziim: 1) Sadece pozitif sayilarin logaritmasi tanimli oldugundan, 4 — x?

ifadesini pozitif yapan x degerleri igin log(4 — x?) tanimhdir.

4 — x? ifadesi (—2, 2) acik araliginda pozitiftir. Buna gére; y = log(4 — x?)
fonksiyonu icin Tanim Kumesi = {x: -2 <x < 2} = (-2,2) dir.

2) y=+/log(4—x?)
Negatif olmayan sayilarin karekékii vardir. O halde log(4 — x2) = 0 olmalidir.

1’den blyiik sayilarin logaritmasi pozitif oldugundan
4-—x’2132x*e —3<x<+3 dir
Tamm Kiimesi = {x : —V3 <x <3} =[-V3 ,V3]

3)y=log1i—i TanlmKl'jmesiz{x: i—i> 0}= (—o0,—1)U (1,)

X —00 -1 1 [ole]
1+x - 0 + +
1—x — — 0 +
1+x + _ +
1—x

1
4) y = 3x-2

Us kismi tanimli yapan x ler igin Gistel fonksiyon tanimlidir. ﬁ ifadesi x +

2 igin tanimhdir. Tanim Kimesi = R\ {2} = (—,2) U (2, )

K \ 1. log, x + log,(x + 2) = 3 denkleminin ¢éziimiinii bulunuz.

N

. log,(7x3) — log,x? + log, G) ifadesini sadelestiriniz.

Ornek

3. loggax =2, log,y=—-3 ise loga\g degerini bulunuz.

4, 8%**1 = 45X denkleminin ¢dzimiini bulunuz.

5. log;4log,Slogs6loge7 =7

Coziim: 1. logy,x +log,(x+2)=3 = logz(x-(x+2))=3
= x(x+2) =23
=>x2+2x=8
>x24+2x—-8=0
=>x+4)(x-2)=0
=>x=-4 veya x =2
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Ustel ve Logaritma Fonksiyonu

bulunur. Bulunan bu degerler denklemde kontrol edilirse
x = —4igin log, (—4) taniml degildir. (Negatif sayilarin logaritmasi yoktur)

x = 2 icin denklem saglanir. Yani ¢6zim sadece x = 2’dir.

2. log,(7x3) — log,x? + log, (x) log, ( ) + log, ( )
=log,(7x) + log, (%)

= log, (7x : %)

= log,(7y)
3. logex =2, log,y=-3 ise

o e 2 -
08a y 09a e =3 09a e

1 3
=3 (logax —logay®)

1
=3 (logax — 3log,y)

= l(2 —-3(-3)) = u
2 2
4. 82¥*1 = 45=% gsitliginde her iki tarafin logaritmasi alinirsa
log8%**! = log4>™ & (2x + 1)log8 = (5 — x)log4
& (2x + Dlog23 = (5 — x)log2?
© 3(2x + 1)log2 = 2(5 — x)log2
< 6x+3=10-2x

S 8x =7
7

S x==
*=3

bulunur.
5. Logaritmanin ozelliklerinden (Taban degistirme formdli) kullanilarak

1%3/ logz6logs7
log;4log,5logs6loge7 = = togs7
0931L0g45l0gs56L0g¢ /ag/ }),9/4%5 logs6 o

bulunur.
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F{“/:'
1. Asagidaki sayilari rasyonel sayi halinde yaziniz.

3

i _2 1

2. Asagidaki sayilari 3’tn kuvveti olarak yaziniz.
4 1 27
a) V3 b 7 ) 1

1 3 1 3
xz (xE + 2x2 — 3x_5) ifadesini en basit halde yaziniz.

o2

. Asagidaki ifadeleri basitlestiriniz.

a)

Asagidaki denklemleri ¢6ziniz.

3N4gh om+2_om C) 2m+3_om

3 20 32

Bireysel Etkinlik

a) 4* = 8 b) gx—Z :% C) 51—x :% d) 42x+1 = 81—x
6. Asagidaki logaritmalari hesaplayiniz.

a) logs;27 b) logs(0.2) «c) log¥100 d) log, (%)

7. Asagidaki islemlerin sonucunu bulunuz.
log8
a) logz24 + log;8 b) wh

00

. Asagidaki denklemleri ¢ozlinliz.
a) logz27 + log; G) =logz;x b) logyx =1+ log,10

c) m(x?—=1)—In(x +1) = 2lne

Xo)

. Asagidaki ifadeleri daha basit olarak yaziniz.
a) 4in2 + 2In3  b) log,16 — 2log,3 «¢) In (eix)

10. loggx + log,7x =t olsun. logsx + logg;x degerinit
cinsinden bulunuz.
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\

Ozet

vardir

e Nifus artisi, ekonomik biytime hesaplari, bilesik faiz hesaplari gibi bir cok
hesaplama tiirlinde tstel fonksiyonlar karsimiza gikar.

e f:R->RY, f(x) =a*, a>0, a#1 (Ustel fonksiyon)

fG) =a* ©®

\/taban

¢ Dogal Ustel fonksiyon olarak bilinen énemli bir Gstel fonksiyon vardir. Bu

n
fonksiyonda taban e = 2.71828 ... sayisidir. n sayisi arttik¢a (1 + %)
sayisinin yaklastigi deger e sayisidir. Ustel fonksiyonda e = 2.71828 ...
(Euler sayisi) sayisi taban olarak alinirsa, y = e* fonksiyonunun
matematikte 6nemi blyuktlr. Gstel fonksiyonun asagidaki 6zellikleri

a®=1, a#0

a =a
- 1
a ng
a* - b* = (ab)*

(@*)” = a™¥
a*a? = a**¥
@ = q9® o f(x) = g(x)

a_x — ax_y
ay

a* a\*
=)

¢ Logaritma fonksiyonu, Ustel fonksiyonun ters fonksiyonudur.

y=a* & x=log,y:.

¢ logiox = logx (Logaritmada taban 10 ise genellikle yazilmaz)
e log.x = Inx (e tabaninda x in logaritmasi Inx olarak yazilir )
eLogaritmanin asagidaki 6zellikleri vardir:

log,1=0
log,a=1
log,(u-v) =log,u +log, v
log, (%) = log, u —log, v
log, u? = b -log, u
0g,C
log, c = Tog. b
alogax =x
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DEGERLENDIRME SORULARI

1.
a)

e)

f(x) =3

0 X

1

o

/"

~_
1

[

A

X
N
X
y
1/
X
1

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi
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X
1
2. f (X) = (§ fonksiyonunun grafigi yukaridaki seceneklerden hangisidir?

a) y 4/

0 X

b)
y

o\l\
\4

0

Ty /
o/ :
Y /

7

~
1
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3. f (X) = I0g3 X fonksiyonunun grafigi yukaridaki seceneklerden

hangisidir?
a) y /‘
1 /
/
0 X
b)

1

o

d) yﬂ /

If

° v /
1 X

A

~
1
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4, f (X) = |Og1 X fonksiyonunun grafigi yukaridaki seceneklerden hangisidir?

2
a) y /‘/
/
0 X
b)
0 \
c)

v
N
Ty /

’\

y

/ i
162X+1

. L og2xil . LAt
5. Asagidakilerden hangisi ifadesinin sadelesmis halidir?

a) 2%+1
b) 2-4*

c) (2x +1)?
d) 42x+1

e) 2242
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6. 6V"°73" = 36 esitligini saglayan n degerleri asagidakilerden hangisidir?

a) n=-3, n=6
b) n=2, n=5
¢ n=0 n=1
d n=-2, n=3
e) n=-1, n=4

7. fx) = logtc—1 fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) R
b) Rt

c) (0,HuU(1,m)
d) (0,10) U (10, )
e) (0,1)

8. log,(x —5) = 4 denkleminin ¢6zimi asagidakilerden hangisidir?
a) 21

b) 20
c 9
d) 5

e) 4

9. Asagidakilerden hangisi log,x + log,(4x) ifadesine esittir?
a) log, 5x

b) log, 5x
c) 2log,x+2
d) log,x+1

e) log(5x)
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10. Asagidaki seceneklerden hangisi log1—50 — log§ degerine esittir.
a) -1

Cevap Anahtari
1.a,2.c,3.d,4.b,5b,6.e,7.d 8.4a,9.c 10~
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LIMIT VE SUREKLILIK

A4 AN

E e Giris

= e Limit

EE, e Limit Ozellikleri
Q < Tek Yanh Limitler

'5 RSEKILK MATEMATIK |

Prof. Dr.

Sezgin AKBULUT

* Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

e Bir fonksiyonun bir noktadaki
limitini hesaplayabilecek,

e ihtiyac duyuldugunda sagdan veya
soldan limit alabilecek,

e Bir fonksiyonun limiti ile o noktadaki
degerini karsilastirabilecek,

¢ Bir fonksiyonun surekli olup
olmadigina karar verebileceksiniz.

HEDEFLER

© Bu iinitenin tim yayin haklari Atatiirk Universitesi Acikégretim Fakiiltesi’ne aittir. Yazili izin alinmadan

Unitenin timdniin veya bir kisminin elektronik, mekanik ya da fotokopi yoluyla basimi, yayimi, ¢cogaltimi ve
dagitimi yapilamaz.




Limit ve Sureklilik

Limit Kavrami ve Tanimi

Limitin Ozellikleri

Tek YOonlU Limit

Sureklilik
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Limit ve Streklilik

GiRiS
Matematigin temel konularindan biri olan limit bir¢ok kavrama anlam
kazandirir. Ornegin uygulamali bilimlerde ¢ok yaygin olarak kullanilan tiirev ve

integral konulari limit kavrami Gzerine insa edilmistir. Limitle yakindan ilgili olan bir
baska kavram da surekliliktir.

Bu Unitede, limit ve sireklilik kavramlarini inceleyecegiz. Matematikgileri
ilgilendiren teorik yaklasimlari bir kenara birakip sezgisel yaklasimlara agirlik
verecegiz. Tanim ve temel 6zellikleri 6rneklerle agiklayacagiz.

LIMIT

A S Rve f:A - R bir fonksiyon olsun. A kiimesine ait bir a elamaninin f
altindaki géruntustniin f(a) oldugunu biliyoruz. Ancak a noktasinin ¢ok yakininda
bulunan noktalarda fonksiyonun davranisi hakkinda higbir bilgiye sahip degiliz. Bu
bilgiyi elde etmek i¢in fonksiyonun, a noktasinin ¢cok yakininda bulunan noktalarda
ki davranisini incelemek gerekir. Yani x, a’ ya yeterince yaklastiginda f (x)’in aldig
degerlerin belli bir saylya yeterince yaklasip yaklasmayacagi, eger yaklasiyorsa
hangi sayiya yaklasacagini arastiracagiz. x’in bir a sayisina yaklasmasini x = a
sembolt ile  f(x)’in bir L sayisina yaklasmasini da f(x) — L semboli ile
gosterecegiz. Eger x degiskeni a sayisina a’dan kiictk degerlerle yaklasiyorsa bu tir
yaklagsmaya soldan yaklasma denir ve x — a~ seklinde gosterilir. Eger x degiskeni
a sayisina a’dan biylk degerlerle yaklasiyorsa bu tir yaklasmaya da sagdan
yaklasma denir ve x - a® seklinde gésterilir. Konunun daha iyi anlasilmasi icin
asagidaki drnekleri inceleyelim.

| /8

of(x) = 3x — 1 fonsiyonu verilsin. x degiskeni 1 sayisina yaklastiginda
f(x) in hangi degere yaklastigini arastiriniz.

Ornek
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Cozim:
Tablo 10.1
x<1 fx)=3x-1 x>1 fx)=3x-1
0 -1 2 5
0,5 0,5 1,5 3,5
0,8 1,4 1,2 2,6
0,9 1,7 1,1 2,3
0,99 1,97 1,01 2,03
0,999 1,997 1,001 2,003
0,9999 1,9997 1,0001 2,0003
\) \) l )
1 2 1 2

Tablo 10.1 dikkatlice incelendiginde x — 17 igin f(x) degerlerinin blytyerek
2 sayisina, x = 1% icin f(x) degerlerinin kiiciilerek 2 sayisina yaklastigi gorilir.
Yani x = 1igin f(x) — 2 olur. Bu yaklagimi Sekil 10.1’de gorebiliriz.

yﬂ f(x)”= 3x —1

[SSHIE

x—-1" 11t ex

/ -1
Sekil 10.1

Fonksiyonun grafigine dikkat edilirse, x degiskeni 1 sayisina hangi yénden
yaklasirsa yaklassin fonksiyonun aldigi degerler hep ayni sayiya yaklasmaktadir.

e x'in her segimi igin f(x) degerleri ayni sayiya yaklagir mi?
Sizde yukaridaki 6rnegi goz oniine alarak x in farkli segimleri
icin f(x)" in hangi sayiya yaklastigini bulunuz?

Bireysel Etkinlik

Bu durumu asagidaki gibi aciklayabiliriz.
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Tanima dikkat edilirse
a noktasinin tanim
kiimesine ait olmasi

gerekmez. a noktasinin
tanim kiimesine ait
olmasi durumunda
f(x)'in yaklastigi deger
f (a) olmayabilir.

Limit ve Streklilik

Tanim 10.1.

A C R olmak uzere, f:A — R bir fonksiyon ve a € R, A kimesinin
elemanlari ile istenildigi kadar yaklasilabilen bir nokta olsun. LE R, x € Ave x #
a olmak tzere x degiskeni a ya yaklasirken f(x) degerleri de belli bir L sayisina
yaklasiyorsa bu L sayisina f(x) fonksiyonunun a noktasindaki limiti denir ve
Li_r}r;f(x) =L seklinde gosterilir. Eger x degiskeni a ya farkh yonlerden
yaklastiginda f(x) degerleri de farkli sayilara yaklasiyorsa f(x) fonksiyonunun a
noktasinda limiti yoktur denir.

Tanimla ilgili 6rnekler asagida verilmistir.

E FR\ [0} > Rf() =% ¥=0
- ' ) “|2x, x>0
O

sfonksiyonu verilsin. liné f (x) limitini arastiriniz.
X—

Cozim:
Tablo 10.2
x<0 f(x) = —x? x>0 f(x) =2x
-1 -1 1 2
-0,5 —0,25 0,5 1
-0,2 —0,04 0,2 0,4
-0,1 —0,01 0,1 0,2
—0,01 —0,0001 0,01 0,02
—0,001 —0,000001 0,001 0,002
—0,0001 —0,00000001 0,0001 0,0002
\) l l )
0 0 0 0

Tablo 10.2 incelendiginde lin(l)f(x)=0 oldugu gorialur. Bu oOrnekte
X—

goruldugi gibi fonksiyonun bir noktadaki limiti arastirilirken fonksiyonun o

noktada taniml olmasi gerekmez. Dikkat edilirse fonksiyon x = 0 da tanimli
degildir. Ancak bu noktada limiti vardir. lil‘% f(x) = 0 oldugunu Sekil 10.2’deki
X—

grafik tizerinde de gorebiliriz.
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y
fx) =2x
fx) = 0}
x—=0" 0 | X
Fonksiyonun x = 0 % 0% < x
noktasinda tanimli : )
olmadigina dikkat fx) =0
ediniz.
F) =
sekil 10.2

[A\

=

V| L. _j1-2x, x<0

S f.RﬁR,f(x)—{x x>0

x > 0~ vex - 0% icin O | efonksiyonu verilsin. lin% f (x) limitini arastiriniz.
X—
f(x)'in farkli sayilara
yaklasmasi limitin
olmadigi anlamina gelir. Céziim:
fx)=1-2x y
Fx) =x
X

sekil 10.3

Sekil 10.3’e dikkat edilirse, x = 07 igin f(x) » 1ve x = 0T igin f(x) - 0
dir. Bu sebeple lirr(l) f(x) limiti yoktur.
g

Simdiye kadar limit kavramini sezgisel olarak agiklamaya calistik. Ancak bu
yontem c¢ok kullamish bir yontem degildir. Clinkii, verilen fonksiyonun bir a
noktasinda limitinin var oldugunu goéstermek icin x degiskeni a sayisina hangi
yonden vyaklasirsa vyaklassin fonksiyon degerlerinin ayni sayiya yaklastigini
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Bir sabitin limiti
kendisidir.

Limit ve Streklilik

gostermek gerekir. Bu ise c¢cok kolay degildir. Fakat asagida ispatsiz olarak
verecegimiz 6zellikler limit almamizi oldukga kolaylastiracaktir.

LIMIT OZELLIKLERI

A C R olmak lizere f: A - Rve g: A = R iki fonksiyon ve a, A kiimesinin
elemanlari ile istenildigi kadar yaklasilabilen bir nokta olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler mevcuttur.

1. Ozellik:

¢ € Rolmak tzere, f(x) = cise

lim f(x) =limc=c
x—a x—a

dir. Yani sabit fonksiyonun herhangi bir noktada limiti vardir ve bu limit
fonksiyonun o noktadaki degerine esittir.

o lim 5 ve lirr%4limitlerini hesaplayiniz.

x—>-1 xX—

Ornek = I
= 3

cozim: f(x) =5 ve f(x) = 4 fonksiyonlari sabit oldugundan yukaridaki 6zellige
gore bu fonksiyonlarin limitleri, sirasiyla lim1 5=5 ve lin14 = 4 olur.
X—

x—=—

2. Ozellik:
f(x) =xise
lm /) = i x =a

olur.

elim x ve lim x limitlerini hesaplayiniz.
x—3 x—0

Ornek = I
= 3

Céziim: 2. Ozellige gore, limx =3 ve limx = 0 dir.
x—3 x—-0

3. Ozellik:
lim f(x) = L, ve lim g(x) = L, ise
X—a x—-a

lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = L; + L, dir.
X—a x—-a X—a
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Toplanan fonksiyonlarin
ayri ayri limitleri varsa
toplamin limiti limitleri

toplamina esittir.

Limit ve Streklilik

7

Carpim fonksiyonlarinin

ayri ayri limitleri varsa

carpimin limiti limitleri
garpimina esittir.

J

oli*rrll(x + 3) limitini hesaplayiniz.
x—

Ornek j |

Cozim: f(x) = x ve g(x) = 3 olarak alinirsa f(x) + g(x) = x + 3 olur.
lim f(x) = limx = 1 ve lim g(x) = lim 3 = 3 dir. O halde 3. 6zellige gore
x—1 x—1 x—1 x—1
lim(x + 3) =limx + lim 3 = 1 + 3 = 4 bulunur.
x—1 x—1 x—-1

Bu ézellik sonlu tane fonksiyon igin de dogrudur. Yani f;(x), f2(x), ..., fn(x)
fonksiyonlarinin a noktasinda limitleri var ve bu limitler sirastyla Ly, L, ...

,lci_rf}l[fl(x) + )+ + f(0)] = )lci_r)rtllfl(x) + ,lci_r,%fZ(x) 4ot 9lci—r>r¢11f2(x)
:L1+L2+.'.+Ln

,L, ise

dir.
4. Ozellik:

lim f(x) = L, ve lim g(x) = L, ise
xX—=a x—-a

lim[f(x).g(x)] = lim f(x).lim g(x) = L,L,’dir.
xX—=a xX—=a x—=a
Bu ézellik sonlu tane fonksiyonun ¢arpiminin limiti icin de dogrudur. Yani

f1(x), fo(x), ..., fu(x) fonksiyonlarinin a noktasinda limitleri var ve bu limitler
sirastyla Ly, Lo, ...

}Cl_f)T}l[ﬂ(x)fz(x) e fn ()] = }le)r(llfl(x)}cl_r)r(llfz(x) : chl_r}[llfz(x)
=Li.Ly. ... . Ly

,L, ise

dir. Yine bu ézellikde g(x) = c alinirsa lim [cf (x)] = lim c. lim f(x) = c. lim f(x)

X—a xX—a X—a X—a
olur. Yani bir fonksiyonun bir sabitle carpiminin limiti, fonksiyonun limitinin bu
sabitle carpimina esittir. 3. ve 4. 6zellikler gz 6nline alinirsa,

lim[f(x) = g(x)] = lim £(x) — lim g(x)

yazilabilir.

L

en € N olmak tizere lim x™ limitini hesaplayiniz.
x—-a

Ornek

Coziim: ikinci 6zellilkten lim x = a oldugunu biliyoruz. Buna gére
X—a

limx™ = lim(x.x.....x) = limx. limx.....limx =a.a....a =a"

x—-a xX—-a x—a x—a x—-a
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olur. Yani, lim x™ = a™dir.
x—a

{
4 ..
Q en€N, a, #0, ag,aq,a,, ...,a, € R olmak iizere
S f(x) = apx™+a,_1x™" 1 + -+ a;x + a, polinom fonksiyonu
®) verilsin. lim f(x) limitini hesaplayiniz.
* XX
Polinom fonksiyonlarin Céziim: Yukaridaki 6zellikler ve bir 6nceki drnek géz dniine alinirsa,
bir noktadaki limiti o )
noktadaki degerine 1im f(x) = lim [anx + a1 X"+t agx + ag)
. . - 0
1ade = lim a,x" + hm Ap_1X™ 1+ -+ lim a;x + lim aq
X—Xq X0 X=X X=X
=a, lim x" +a,_; lim x" 1+ -+ a; lim x+ lim a
X=X X=X X=X X—Xg

= apxo™ + ap_1xg" "t + o+ ajxe + ag

bulunur. Bu ise fonksiyonun x, noktasindaki degeri olan f(x,) dir. Yani

lim £G) = £(xo)

-

-llm(x — 2x? + x + 1) limitini hesaplayiniz.
X2

Ornek

Céziim: f(x) = x3 — 2x% + x + 1 polinom fonksiyon oldugundan limiti f(2) =
8 — 8+ 2 + 1 = 3 degerine esittir. Yani,

lim(x3—2x2+x+1)=3

xX—>2

olur.

5. Ozellik:

lim f(x) = L, ve hm gx) =L, glx) #0vel, # 0ise

x—-a
fG _ Imfe) i,
lim =2x=a =—
x~ag(x) limg(kx) L,
xX—a
dir.
lc' \
S
£ limitini hesaplayiniz.
He) x—>1
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Pay ve paydadaki
fonksiyonlarin
limitlerinin mevcut
olmasi ve paydanin
limitinin sifirdan farkh
olmasi halinde bolimin
limiti limitleri bolimune
esittir.

Limit ve Streklilik

Céziim: lim(x +7) =8 ve lim(x?2+1) =2 olup

x+7 lim(x + 7) 38
lim =221 =-=4
x-1 x2+1 llrri(x2 +1) 2

X—

bulunur.

| /A

=

2
L ox2-9 ..
o lim—— limitini hesaplayiniz.
x-3 x—3

Ornek

Ornegin ¢dziimiine gegmeden % ve g ifadelerine belirsiz héller denildigini
hatirlatmak isterim. Belirsiz hallerle karsilastigimizda limitin varligi veya yoklugu
hakkinda bir fikir yiritemeyiz. Eger limit hesabinda belirsizilik ile karsilasilirsa 6nce
belirsizlik giderilmeli sonra limit hesabina gegilmelidir.

Cozum: lirr%(x2 -9)=0 ve lirr?l)(x —3) = 0 oldugundan % belirsizligi
X— xX—
vardir. Bu sebeple 5. 6zelligi dogrudan uygulayamayiz. Once bu belirsizligi

gidermeliyiz. Bunun i¢in pay ve paydayi ¢arpanlarina ayirmak akla gelen ilk yoldur.
Buna gore x # 3 igin

x2—9:(x—3)(x+3):

x+3
x—3 x—3
olup
_x*=9
lim =lim(x+3)=6
x-3 X — x—3
bulunur.
| 7
X
g o LUmYEE2 fimitini hesaplayiniz.
:o- x—2 X—2

Coziim: lin%(\/x +2 - 2) =0 ve lin%(x —2) =0 olup g belirsizligi vardir. Bu
X— X—
belirsizligi gidermek icin 6ncelikle pay ve payda kokli ifadenin eslenigi ile carpilir.

Yani, x # 2 i¢in

Ve+2-2 (Vx+2-2)(Vx+2+2) x—2 B 1
x-2  (x-2)(Vx+2+2) (x-2)(Vx+2+2) Vx+2+2
olup
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Limitin kok icerisine
alinabildigine dikkat
ediniz.
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Vx+2-2 1 1 1 1
lim—— = lim = = =—
-2 x—2 =2\ x+2+2 VA+2 2+2 4

bulunur.

6. Ozellik:

lim f(x) = L ven € N olsun. Bu durumda,

lim V/f (x) = "/}Cigr(llf(x =L

olur. Burada eger n € N cift sayi ise lim f(x) = L = 0 olmaldir.
X—a

-lin(l) Vx3 + 4x + 3 limitini hesaplayiniz.
xX—

Ornek = I
= 3

Coziim: }Cir%(x3 + 4x + 3) = 3 oldugundan

limyx3 +4x+3 =J1im(x3 +4x+3) =43
x—0 x—0

olur.

TEK YONLOU LIMITLER

Yukarida f(x) fonksiyonunun bir a noktasindaki limiti incelenirken, x
degiskeni a noktasina nasil yaklasirsa yaklagsin f(x) degerlerinin belli bir sayiya
yaklasip yaklasmadigini arastirdik. Bazi durumlarda x degiskeninin a ya sadece
sagdan veya sadece soldan yaklasmasi zorunlu olabilir. iste bu durumda tek yanl
limit s6z konusu olur.

x = a’ icin f(x) fonksiyonunun L, gibi bir limiti varsa, bu limite f(x)’in a

noktasindaki sagdan limiti denir ve lim+f(x) = L, seklinde gosterilir.
x—a

Eger x — a” igin f(x) fonksiyonunun L, gibi bir limiti varsa, bu limite f(x)’in
a noktasindaki soldan limiti denir ve lim f(x) = L, seklinde gosterilir.
x—a

Bir fonksiyonun limiti ile sagdan ve soldan limitleri arasinda
limf(x)=L& limf(x)= lim f(x) =1L
x—=a x—at x—a~

seklinde bir irtibat vardir. Yani, bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa o noktadaki
sagdan ve soldan limitleri var ve birbirine esittir. Tersine sagdan ve soldan limitler
var ve birbirine esit ise o noktada limit vardir. E§er sagdan ve soldan limitlerden en
az biri yoksa veya bu iki limit birbirine esit degilse bahsedilen noktada limit yoktur.
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l\[’ \

5 X o DnO.O o
olmé % limitinin olup olmadigini arastiriniz.
X—

Ornek

Mutlak deger, tam

dEi;U:::;T:::\ZZT(;” Cézim: |x| = {—xa'c, i; (()) oldugunu biliyoruz. x —» 07 i¢in x < 0 oldugundan
limitleri arastirilirken |x| = —x olur. Buradan

sagdan ve soldan X -

limitlere bakilir. lim — = lim — = lim (-1) = -1

x-0" X x-0" X x-0"
ve

x = 0% icin x > 0 oldugundan |x| = x olur. Buradan da
X
lim — = lim —= lim1 =
x-0t x x-0tx  x-0%

bulunur. Gorildagi gibi sagdan ve soldan limitler birbirinden farkhdir. Yani lirr(l)%
X

limiti yoktur.

< oy 2oL x<1
- T 3x2-2,x>1
@)

Parcali fonksiyonlarin
eolmak lzere lirrll f (x) limitini hesaplayiniz.
X

kritik noktalarindaki
limitleri arastirilirken

sagdan ve soldan .
limitlere bakilir. Coziim: Once fonksiyonun x = 1 deki soldan ve sagdan limitlerini bulalim. x < 1

igin f(x) = 2x — 1 oldugundan
Jim f(x) = lim (2x = D=f(1) =1
ve
x > 1igin f(x) = 3x? — 2 oldugundan
lim £() = lim (3x2 —2) = f(x) = 1
olur. Sagdan ve soldan limitler esit oldugundan )lci_I)I}f(x) = 1’dir.

Bazi durumlarda degisken belli bir sayiya yaklastiginda, fonksiyon degerleri
sinirsiz olarak bilylyerek her pozitif sayidan daha blyik olabilir veya sinirsiz olarak
kiiclilerek her negatif sayidan daha kii¢clik olabilir. Béyle durumlarda fonksiyon
degerleri belli bir saylya yaklasmadigindan limit yoktur denilir. Bu durumu
karakterize etmek igin,

limf(x) = ve limf(x) = —o0
x—-a x—-a
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tek yonla limitler iginde
lim f(x) = —oo, lim f(x) = —o0 ve lim f(x) = oo, lim f(x) =
x—at x—-a~ x—at x—-a~

gosterimleri kullanilir. Asagidaki drnekleri inceleyelim.

| L/ \

= 1
“c" e lim = limitini bulunuz.
- x—=0 X

:0

Cozim:

y—)oo\

-\ 0+ « x X
|

sekil 10.4

Sekil 10.4’e dikkat edilirse a = 0 noktasina soldan yaklasildiginda fonksiyon
degerleri sinirsiz olarak kigiilmekte ve sagdan yaklasildiginda fonksiyon degerleri
sinirsiz olarak bldylmektedir. Bu nedenle

.1 .1 N S
lim = = —oo ve lim = = oo olur. Yani lim = limit yoktur.
x—=0" X x—-0t X x-0X

Bazi durumlarda da x degiskeni sinirsiz blyiyebilir(x - o) veya sinirsiz
kigulebilir(x - —o0). Bdyle durumlarda fonksiyonun limitinden bahsedebiliriz.
Eger x — o (veya x - —o0) igin f(x) degerleri belli bir L sayisina yaklasiyorsa bu
durumda x — oo (veya x = —o0) i¢in fonksiyonun limiti L dir denir ve ,}i_{?of(x) =

L, (veya lim f(x) = L seklinde gosterilir.
X—>—00
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.1 B
e lim - ve lim = limitlerini hesaplayiniz.
xX—00 X

X——00

Ornek = I
/ o

Céziim:

—00 « X

sekil 10.5

Sekil 10.5 e dikkat edilirse hem x — —oo icin hemde x — oo icin fonksiyon
degerleri 0 a yaklasmaktadir.

Yani, lim 1 0 ve lim 1 0’dir.
X—>—00 X

xX—00 X

. 4x3+1
e lim —=
x—00 X°+x+7

limitini hesaplayiniz.

Ornek
= I

Céziim: Limitini aldigimiz fonksiyonun hem pay1 hemde paydasi x3 parantezine
alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

4x3 +1 x3 4+i 4+i 4+0
x%ﬁﬂl‘% ; ( 1x3)7 = Jim ( 1x3)7 T1+0+40
X (1+_2+F) (1+p+;)

bulunur.
g(x) n.dereceden ve h(x) de m. dereceden iki polinom fonksiyon olmak tizere

gx)  apx™+ap_ X"+ -+ ax +ag
h(x)  bpXx™ + by x™ 1+ -+ by x + by

fG) =
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X — oo igin limit
alinirken, payin
derecesi paydanin
derecesinden biylkse
limit £o00, payin
derecesi kiicuk ise limit
sifir, pay ve paydanin
dereceleri esit ise limit
en yiksek dereceli
terimlerin katsayilari
oranidir.
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ise
lim FGo) = i gx) I ApXx™ + ap_ x4+ a;x +ag
im f(x) = lim —= = lim
X—00 x-00 h(x)  x-0 bypx™ + by x™"1 4 -4+ bix + by
Foo, n>m ise
an — ;
py M=m ise

0, n<m ise

oldugu gosterilebilir. Bunu goz 6nline alarak asagidaki 6rnekleri ¢ozelim:

| /A

x*-2x+5 . 6x2+1 . —x+1
——, lim ——— ve lim —
x—o00 2Xx4+3x+5 x—o00 X°+x+3

elimitlerini hesaplayiniz.

e lim —
x—oo  X°+7

Ornek

Co6ztim: Bu limitlerin ¢6ziminde pay ve paydadaki polinom fonksiyonlarin
dereceleri gbz 6nline alinacaktir.

4
. x*—=2x+5
1. lim 5 =
X—00 x<+7

. 6x%+1 6
2. lim——=-=3
x—00 2X2+3x+5 2
li -x+1
x—00 X3+x+3 -

3.

e Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile o noktadaki degeri
arasinda nasil bir irtibat vardir? Orneklerle inceleyiniz. Bu
degerlerin bir birine esit olmasi durumunu nasil agiklarsiniz?

Bireysel Etkinlik

SUREKLILIK

Limit konusu verildiginde, bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile o

noktadaki degeri arasinda dogrudan bir iliskinin olmadigini séylemistik. Ancak bazi
durumlarda da limit ile o noktadaki degerinin ayni oldugunu gérmustiik. Bu 6zel
durum fonksiyonun o noktadaki davranisini incelemede 6nemli bir 6zellik olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Tanim 10.2.

A < R olmak tzere, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. limf (x) =
xX—a

f (@) oluyorsa f (x) fonksiyonu x = a noktasinda siireklidir denir.
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Polinom fonksiyonlarin
tim reel sayilarda
surekli olduguna dikkat
ediniz.

Limit ve Streklilik

Eger f(x) fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda stirekli ise, f(x)’e A
kimesinde sdireklidir denir. Eger f (x) fonksiyonu x = a noktasinda siirekli dedilse
f(x)’e x = a da sireksizdir denir.

Bu tanimdan su sonucu gikarabiliriz. f: A = R fonksiyonun bira € A
noktasinda siirekli olmasi icin agsagidaki sartlarin saglanmasi gerekir.

e f(x) fonksiyonu a noktasinda tanimli,

° }Ci_r%f(x) limiti mevcut,
o limfCx) = f(a)

olmalidir. Eger bu sartlardan en az biri saglanmazsa f(x) fonksiyonu x =a
noktasinda siireksiz olur.

-

of(x) = x% + 3x + 2 fonksiyonunun x = 1 noktasinda siirekli oldugunu
gosteriniz.

Ornek

Coziim: lirrif(x) = lirri(x2 +3x+2) =6 = f(1) oldugundan f(x) fonksiyonu
x— x—
x = 1 de sureklidir.

Xy € R olmak iizere

lim f(x) = lim (a,x"™ + @p_1x™ L + -+ a;xy + ag) = f(x0)
X—>Xg X—>Xg
oldugunu biliyoruz. Buna gére polinom fonksiyonlar her x, € R igin siireklidir. Yani

polinom fonksiyonlar R de siireklidir.

A

~l. _jx= 2, x<O0

g f&) {x+2,x20

:6 eseklinde verilen fonksiyonun x = 0 ve x = 3 noktalarinda siirekli

olup olmadigini arastiriniz.

Cozim: lim f(x) = lim (x —2) = —2ve lim f(x) = lim (x + 2) = 2 bulunur.
x—0~ x—0~ x—-0%t x—0t
Sagdan ve soldan limitler farkli oldugundan lirréf(x) limiti yoktur. Dolayislyla
X—

verilen fonksiyon x = 0 noktasinda siireksizdir. Fakat bu fonksiyon x = 3
noktasinda streklidir. Clinka, lirr;f(x) = lirr%(x +2) =5=f(3) olur.
X— xX—

Eger fonksiyonun grafigi biliniyorsa bu grafige bakarak fonksiyonun hangi
noktalarda surekli hangi noktalarda sireksiz oldugunu soéyleyebiliriz. Eger
fonksiyon bir aralikta strekli ise, verilen aralikta fonksiyonun grafigini elimizi
kaldirmadan ¢izebiliriz. Fonksiyonun grafiginde bir kopma s6z konusu ise
fonksiyon o noktada sireksizdir.
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Eger fonksiyon bir Flx)=x+2
aralikta siirekli ise, o
aralikta fonksiyonun 72

grafigini elimizi x
kaldirmadan gizebiliriz. 0
Fonksiyonun grafiginde

bir kopma s6z konusu
ise fonksiyon o noktada flx) =x—2
sureksizdir.

Sekil 10.6
Sekil 10.6 daki grafige dikkat edilirse x = 0 da bir kopmanin oldugu

gorulir. Bu ise fonksiyonun x = 0 da slireksiz oldugunu gosterir. x = 3
noktasinda boyle bir kopukluk olmadigindan fonksiyon bu noktada
sureklidir.

% x+1 x<1
C| =13, x=1
@) x*+1, x>1

efonksiyonu x = 1 noktasinda siirekli midir?

Céziim: lim f(x) = lim (x + 1) = 2 ve lim f(x) = lim (x? + 1) = 2 olur. Buna
x—1~ x—-1~ x—1t x-1t
gore lirr}f(x) =2 dir. Ancak lirr}f(x) =2+#3=f(1) oldugundan f(x)
X— X—

fonksiyonu x = 1 noktasinda sirekli degildir.
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AN

*AC Rvef:A—- R,y = f(x) birfonksiyon ve a € R olsun. x (x # a)
degiskeni bir a sayisina yeterince yaklastiginda f(x) degerlerinin belli bir L
=) | sayisina yaklagip yaklasmadigi énemlidir. x degiskeni a sayisina farkh
q) yonlerden yaklastirilabilir. Bu yaklagim hangi yonden olursa olsun f(x)

degerleri belli bir L sayisina yaklasiyorsa bu L sayisina, f(x) in a
N noktasindaki limiti denilir. Bu limiti dncelikle sezgisel olarak vermeye
O cahistik. Ancak gorildi ki bu yontem ok kullanish degildir. Bu sebeple
ispatsiz olarak limit 6zellikleri verildi. Bazi durumlarda zorunlu olarak tek
yonli limit almak gerekebilir. Ancak bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa

elimf(x) =L & limf(x)= limf(x)=1L
x-a x—at x—-a~

eolur. Yani, fonksiyonun bir noktada limiti varsa, o noktadaki sagdan ve
soldan limitleri vardir ve birbirine esittir. Tersine sagdan ve soldan limitler

var ve birbirine esit ise o noktada limit vardir. Eger bir fonksiyonun bir
noktadaki limiti fonksiyonun o noktadaki degerine esitse, yani

«limf(x) = f(a)

sise bu durumda f(x) fonksiyonuna a da streklidir denir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

1. lin(l)(x3 + 2x2 4+ 3x — 2) limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
X—

a) -2
b)
c)
d)
e)

w N - O

2. lim =2Z Jimitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
x—2 2x+1
a) 0
2
b) 3
c) Yok
d 1

e)

N | W

3. lim 2 jimitinin degeri asagidakilerden hangisidir?

xX—00 X—
a) —x
b) -2
c) 2
d) Yok
e) o«

5x, x <1
_ , . . . -
4. f(x) {3x 2 x>1 olmak lzere chl_r)r}f(x) degeri nedir?

a) =5
b) 0
c) Yok
d 3
e) 5

5. lin} ? limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
X -

a) -2
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2_
6. lin% % limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
X— -

a) —2
b)
c)
d)
e)

N = NIk O

7. liril % limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
x—>1" X—
a) —x
b) -1
c) 0
d 1

e) oo

8. f(x) = x3+ 2x — 1 fonksiyonunun x = —1 noktasinda siirekli oldugu
bilindigine gore xlirzllf(x) limiti nedir?
a) —4
b) -3
c) —2
d -1
e) 0

2x, x=1
S f(x)z{ax—l, x<1
fonksiyonunun x = 1 de sirekli olmasi igin a ne olmalidir?
a) 3
b) 2
c 1
d) 0
e) —1

y = f(x) fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir. 10.- 15. sorulari bu grafige
gbre cevaplayiniz.
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10. )l(l_rg f(x) limiti asagidakilerden hangisidir?
a) —1
b) 0
c) 2
d 3
e) Yok

11. lirr31 f(x) limiti asagidakilerden hangisidir?
X—

a) 0
b) 2
c) 3
d 4
e) Yok

12. 1ir(r)1+ f(x) limiti asagidakilerden hangisidir?
X—

a) -1
b) 0
¢ 1
d 2
e) Yok

13. Xllrgl_ f(x) limiti asagidakilerden hangisidir?
a) -2
b) —1
c) O
d 1
e) Yok

14. y = f(x) fonksiyonu asagida verilen hangi kiimede streklidir?
a) {0,2,4}
b) {-3,—1,2}
c) {1,2,3}
d) {0,1,2}
e) {-1,2,3}

15. y = f(x) fonksiyonu asagida verilen hangi kiimede streksizdir?
a) {-1,0,1}
b) {-3,—1}
c) {0,1,4}
d) {0,1,3}
e) {-1,2,3}

Cevap Anahtari
1.3,2.d,3.c,4.e,5.c,6.e,7.b,8.a9.a,10.c,11.e,12.b,13.d,14.b "=~
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Turevin acik kime
Uzerinde
tanimlandigina dikkat
ediniz.

Tlrev

GiRi$
Bu bollimde matematigin temel konularindan biri olan tiirev kavrami
tanitilarak tirev alma kurallar verilecektir.

Tirev, sadece matematikte degil; fizik, kimya, ekonomi, istatistik ve
miihendislik gibi uygulamal bilimlerde de birgok problemin ¢dzimuni
kolaylastiran nemli bir kavramdir.

Once tiirevin fiziksel olarak ne anlama geldigini agiklayalim. Bir arag sabit bir
hizla ilerliyorsa, aldigi yolun “S = hiz x zaman” oldugunu biliyoruz. Eger aracin
hizi sabit degilse o zaman aracin ortalama hizindan bahsedilebilir. Ornegin bir arag

300 kilometrelik yolu 3 saatte gitmisse ortalama hizi % = 100 km/saattir.

Aracin t; aninda aldigi yolun S; ve t, aninda aldigi yolunda S, oldugu
dustinilirse t; < t, olmak Gzere [ty,t,] zaman araliginda aracin ortalama hizi
S2—5

vV =
ort t, — t,

olur.

Simdi de bir dogru boyunca hareket eden bir cisim dugsiinelim. Bu cismin ¢,
aninda bulundugu konum s(t,) ve t, + h anindaki konumu da s(t, + h) olsun. O
halde bu cismin ortalama hizi

s(to + h) — s(to)
ort = A

olur. h kiiculdikge ortalama hiz t, anindaki hiza yaklasacaktir. Bu sebeple h— 0 igin
ortalama hiz, limitin mevcut olmasi halinde t, anindaki hizi verir. Yani

— lmV = 1i s(to + h) — s(to)
V= D et = R1% h

dir. Bu limit degerine cismin t, anindaki hizi denir. Anlik hiz, ekonomide marijinal

maliyet ve marjinal gelir gibi anlamlar tasir. Matematikte ise bunun adi tiirevdir.
Tanim 11.1

f, (a, b) agik araliginda tanimli bir fonksiyon ve x, € (a, b) olsun.

" f(xo + h) — f(xg)
m
h-0 h

limiti varsa, bu limit degerine f’nin x, noktasindaki tiirevi denir ve

df (xp)

f'(xo) veya 2L&

sembollerinden biri ile gosterilir. Eger f'(x,) varsa

f(xo +h) = f(x0)
h

f'(xo) = fll_%l

olur. Burada x = x¢ + h alinirsa
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Carpanlara ayirma
konusunu gézden
gegiriniz.

Tlrev

f(x) = f(xo)
m il S0

i
—X0 X — Xy

HEOEY
seklinde de yazilabilir. h yerine Ax yazilirsa

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

! — l-
f'(xo) Ao

olur.

of(x) = x? — 1 fonksiyonunun x, = 1 noktasindaki tiirevini bulunuz.

Ornek

Coziim: Tlrevin tanimindan

f(1+h)—f(1)_l. 1+h*-1-(1-1
= oo h

f') = lim

1+2h+h*2=-1-0

= jim h
.. 2h+h?
RN n
o h@+h)
B
= ;ll_r)r(l)(Z + h)

=2

olur.

of (x) = +/x fonksiyonunun x, = 2 noktasindaki tiirevini bulunuz.

Ornek

C6ziim: Tanimdan

x) — f(2 Vx —+2
f'(2) = limf—( )~ /) = lim————
x—-2 x—2 -2 X—2
olur. Pay ve payda payin eslenigi olan v/x — V2 ifadesiile carpilirsa;
x—V2 JVx++2
f'(2) = lim\/_ -\/_
2 X—2 Jx++2
I x—2
= lim
=2 (x — 2)(Vx +V2)
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Fonksiyonlarin kritik
noktalarinda tiirevi
alinirken sagdan ve
soldan tirev alindigina
dikkat ediniz.

fx) = Ix|
fonksiyonunun x = 0
noktasinin saginda ve
solunda farkli davranis
gosterdigine dikkat
ediniz.

Tlrev

1 1
= lim =
X=24x +vV2  2V2

sonucu elde edilir.

Sagdan ve Soldan Tiirevler

y = f(x) fonksiyonu verilsin.
@ = fGo)

li
x-xot X —Xp

limiti varsa bu limit degerine f nin x, noktasindaki sagdan tiirevi denir ve f (x;)
ile gosterilir. Yani

f(x) — f(xo)
t(xg) = lim ——
fi(xo) L Ry
dir. Benzer sekilde

- f() = f(xo)
m 2 0

li
xX-x0~ X — Xy

limiti varsa bu limit degerine f nin x, noktasindaki soldan tiirevi denir ve f(x,)
ile gosterilir. Yani

PIR (hg (C)
X—>Xo~ X — Xo
dir.

Not: f'(x,) tlirevinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart £ (xg) = f(x,)
olmasidir.

K \

of(x) = |x| fonksiyonunun x, = 0 noktasindaki tiirevinin olup
olmadigini arastiriniz.

Ornek

Cozim: xo = 0 noktasi fonksiyonun kritik noktasi oldugu igin f(x) = |x]|
fonksiyonunun x, = 0 noktasinda sagdan ve soldan tlrevlerinin var ve esit olup
olmadigina bakacagz.

oo f@) = £(0) Kl-0  x
FO= e i T
ve
' . f(x) = £(0) - x[ -0 =X
FO=lp— = ~ e~y ="

bulunur. f{(xg) =1 # —1 = f!(x,) oldugundan f'(0) tiirevi yoktur.
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Fonksiyonun grafiginde
x = 0 noktasinin kdse
noktasi olduguna
dikkat ediniz.

Tlrev

y = |x|

Sekil 11.1
Sekil 11.1’de f(x) = |x| fonksiyonun grafigine dikkat edilirse x = 0
noktasinda bir kose noktasi olusmustur. Fonksiyonun grafiginde béyle keskin
déniis yapilmis (késeli) noktalar varsa bu noktalarda tiirev yoktur.

f (x) fonksiyonu, bir xy noktasinda tlrevlenebilirse bu noktada streklidir.
Ancak fonksiyonun siirekli oldugu her noktada tlrevinin olmasi gerekmez. Dikkat
edilirse f(x) = |x| fonksiyonu x, = 0 noktasinda strekli olmasina ragmen bu
noktada tiirevi yoktur.

y = f(x) fonksiyonunun verilen bir noktadaki tiirevi yukarida tanimlandi.

Simdide y = f(x)’ in tirev fonksiyonunu tanimlayalim. f(x) in turevlenebildigi
her x noktasi igin

fx+h) - f)
h

1A — l-
f(x) = lim
veya

flx + Ax) = f(x)
Ax

1= g,

seklinde yaziir. y = f(x) fonksiyonunun tarevi y' , f'(x) ve %

sembollerinden biri ile gosterilir.

of(x) = x2 — 1 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

Coziim: Turev tanimi uygulanirsa,

fx+h)—fx) = @+h)?*-1-(x*-1)
= lim
h h—0 h

f'() = lim

. X2+ 2xh+h%—1—x%+1
= lim
h—0 h
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Tlrev

. 2xh+h?
= lim——
h—0 h

= }111_1}3 (2x + h)
= 2x

Tirev fonksiyonunda x = 1 alinirsa f'(1) = 2 bulunur. Bunun énceki
sonugla ayni olduguna dikkat ediniz.

K\

e

Bir fonksiyonun belli bir
noktadaki tlrevini
bulmak igin tirev

fonksiyonunda o degeri

yerine yazmak
yeterlidir. Coziim: Tanimdan

f(x) = +/x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

fx+h) - fk)
h
Vx+h—+x

o (ETR-E) (EER D)
R0 h (Vx+h +Vx)

f'e) = lim

I x+h—x

= l1im

=0 h(Vx + h + Vx)
1

T2k

sonucu elde edilir. Burada f'(1) = %olduéuna dikkat ediniz.

TUREV ALMA KURALLARI

Simdiye kadar bir fonksiyonun tlrevini bulurken tiirevin tanimini kullandik.
Ancak bu, her zaman ¢ok kolay olmayabilir. Bu sebeple daha kolay ve daha pratik
olan bazi tiirev alma kurallarini ispatsiz olarak verecegiz.

1. Sabit Fonksiyonun Tiirevi

¢ € R olmak tzere f(x) = ¢ fonksiyonu verilsin. Bu durumda f'(x) =0

of(x) = 3, g(x) = m, h(x) = e fonksiyonlarinin tiirevlerini bulunuz.
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Usler ¢arpan olarak
yazilir ve Us bir azaltilir.

Tirevlenebilen iki
fonksiyonun toplaminin
veya farkinin tiirevi,
turevleri toplamina
veya farkina esittir.

Tlrev

Coziim: Verilen fonksiyonlarin her biri sabit oldugundan tirevleri,

ff)=g'x)=h'(x)=0
dir.

2. f(x) = x™ Fonksiyonun Tirevi

n € Rolmak lizere f(x) = x™ise f'(x) = nx" Vdir.

of(x) = x*, g(x) = /x fonksiyonlarinin tiirevlerini bulunuz.

Ornek

¢oziim: f(x) = x* fonksiyonunun tiirevi, kuraldan f'(x) = 4x3 olarak bulunur.

1
g(x) = x fonksiyonunun tirevine gegmeden 6nce fonksiyon g(x) = x3
seklinde sl olarak yazilir sonrada tirevi

FUNNE S RO WO S
SR R R

olarak bulunur.

3. iki Fonksiyonun Toplaminin ve Farkinin Tiirevi

f ve g tlrevlenebilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda

[Fe) + 9] = f'(x) +g'(x)

ve

[fx) —g@)] = f'(x) —g'(x)
dir. Yani turevlenebilen iki fonksiyonun toplaminin veya farkinin tiirevi, bu
fonksiyonlarin tiirevleri toplamina ve farkina esittir. Bu kurali n tane
turevlenebilen fonksiyona genellestirebiliriz. Yani, f; (x), f2(x), ... , f(x)
fonksiyonlari tiirevlenebilirse

i) + 00+ + L] = 1) + [0 + -+ fla(®)

ve
i) = f2(0) == fu(]" = f1(0) = f', () =+ = fn(x)
olur.
| /A
_":’ of (x) = x3 + 2 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
o)
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Tlrev

coziim: f(x) = x3 + 2 fonksiyonunu g(x) = x3 ve h(x) = 2 olmak lizere
fx)=gx)+h(x)=x3+2
seklinde diisiinebiliriz. g'(x) = 3x2? ve h’(x) = 0 oldugundan
f'(x) =g (x)+h'(x) =3x? + 0 = 3x2

olur.

of(x) = x? + +/x + 3 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

cozim: f(x) = x% +/x + 3 fonksiyonunu g(x) = x2, h(x) =+/x ve
k(x) = 3 olmak tizere

f)=g@)+h(x) +k(x)=x*++/x+3

seklinde duslinebiliriz. Buna gore g'(x) = 2x, h'(x) = % vek'(x)=0

oldugundan

1 1
[l =g"(x)+h'(x) + k (x)=2x+ﬁ+0=2x+m

bulunur.

4. iki Fonksiyonun Carpiminin Tiirevi

f ve g tirevlenebilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda

[f(0)-g()] = f'(x).g(x) + g'(x). f (x)

Turevlenebilen bir dir. Bu fonksiyonlardan biri sabit ise ¢ € R olmak iizere
fonksiyonun bir sabitle , ,
carpiminin tirevi, [cf()] =cf'(x)
fonksiyonun tdrevinin olur. Eger ikiden fazla fonksiyonun carpiminin tiirevi séz konusu ise
bu sabitle carpimina

esittir. fi(x), fo(x), ... , fn(x) fonksiyonlari tiirevlenebilir olmak tzere

(1) f20). o o] = f11CO. (f2(20). f5(0). oo fu (X))
+ £, (). f300. e fo (1))
b
+ GO (Fi (- o (0. e frma (1))

olur.
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Tlrev

-

of(x) = x3(2x + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

Céziim: Burada g(x) = x3 ve h(x) = 2x + 1 denilirse f (x) = g(x)h(x) olur.
g'(x) =3x%veh'(x) =2 tirevleri asagida yerine yazilirsa

f10) = (g()h(x))" = g' (Dh(x) + k' () g(x)

f ve g tirrevlenebilen = 3x2(2x + 1) + 2x3
iki fonksiyon ise
— 63 2 3
f.9)'=fg+fg = 67 4 3x7 4 2x
= 8x3 + 3x?2
bulunur.

of (x) = (x% + 3x)(3x — 2) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

C6ziim: Burada g(x) = x2 4+ 3x ve h(x) = 3x — 2 denilirse f (x) = g(x)h(x)
olur. g'(x) = 2x + 3ve h'(x) = 3 tirevleri asagida yerine yazilirsa

f'@) = (g@h®) = g'Dh(x) + 1’ (x)g ()
=(2x+3)Bx—2)+3(x?+3x)
= 6x% —4x+9x — 6 + 3x% + 9x
=9x% +14x — 6

bulunur.
5. iki Fonksiyonun Béliimiiniin Tiirevi

f ve g turevlenebilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda g(x) # 0 olmak
Uzere

(f(@)l _ )90 —g'(0). f(x)
g(x) (g(x))z
dir.
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Tlrev

3 . L
of(x) = xziz fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Ornek

Céziim: Burada g(x) = 3x ve h(x) = x? + 2 denilirse g'(x) = 3ve h'(x) = 2x

olur.
gx) 3x
f(x) = =
f ve g tirevlenebilen h(x) — x* +2
iki fonksiyon ise olmak tGzere
f\_flga-g-f ,
6 =~ 00 = (g(x)) _g'(0)-h() — (). g(x)
h(x) (h(x))z
_3(x*+2)—2x.3x
B (x2 + 2)?
_ —3x%+6
T (x2+2)2
bulunur.

Ornek

of(x) = % fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

C6ziim: Burada g(x) = vx ve h(x) = x + 2 denilirse g'(x) = %ve h'(x)=1

olur.

gx)  x

f® =50 "%+ 2

olmak Uzere

) (g(x)>’ _ g @0 — N ().g(x)
h(x) (h(x))z

%(x+2)—1.\/§
- (x + 2)2
x+2_ p”
_ 2Vx
T (x+2)2

-xX+2 .
= m elde edilir.
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Tlrev

6. Bileske Fonksiyonun Tiirevi (Zincir Kural)

f ve g, bileskeleri tanimlanabilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda
(feg)x) = f(g(x)) olur. Eger g, x de ve f de g(x) de tirevlenebilir ise

[F(g))] = F'(9()g' )

olur.
u = u(x) olmak tizere
y=f(u)ise
y' = f'(w).u' dir.

Bu son esitligi su sekilde de yazabiliriz: u = g(x) olarak alinirsa y =
(feg)x) = f(g(x)) oldugu igin y = f(u) olur. Buna goére yukaridaki tirev,
y' = f'(u).u' veya

dy dy du
dx  du'dx
seklinde yazilabilir.

oy = f(x) = (x3 + 2x)*fonksiyonun tiirevini bulunuz.

Ornek

¢oziim: u = x3 + 2x denilirse u’ = 3x2 + 2 ve y = u* olur. Zincir kuralindan

y' =4ud.u’ = 4(x3 + 2x)3(3x2 + 2)

bulunur.
| 7
3 a3
CE) oy =f(x) = (’;—:11) fonksiyonun tiirevini bulunuz..

x2+2x—-1
(x+1)2

x2+1\ (x2+2x—1
y' =3u?u =3
x+1 (x + 1)?

7. Ustel ve logaritma fonksiyonunun tiirevi

2
Coziim: u = mdemhrse bolimun tirevinden u’ = ve y = u3 olur.

Zincir kuralindan

bulunur.

y = f(x) = a* fonksiyonunun tireviy' = f'(x) = a*lnave y = g(x) =
e* fonksiyonunun tirevide y' = g’'(x) = e* dir. Daha genel olarak, u = u(x)
olmak lizerey = a* isey’ = u'a“lnave y = e" ise y' = u'e" dir.y =log, x
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u = u(x) olmak tzere
y =etise
y' =u'e* dur.

ot
N
b

u = u(x) olmak tzere
y = lnu ise

’
r_u d
= — aur.
y u

Tlrev

. L 1 . L 1.
fonksiyonunun tirevi y’ = T Vey = In x fonksiyonunun tiirevide y' = p dir.

. _ . _ . o _ . r_w
Yine u = u(x) olmak tizere y = log  uise y’ = ——vey=lnuisey’ =— dr.

K \

eAsagida verilen fonksiyonlarin tlirevlerini bulunuz.

Ornek

1. =e?*

2. =

3, y=3% x2+1

4. y =log,x

5. y=log(x3+x)

6. y=ImIx?*+1)
Cozim:

1. u = 2x denilirse y = e% olur. Buradan u’ = 2 olup, y' = u'e% = 2e%*
bulunur.

2. y'=2%In2

3. u = x2+ 1denilirse y = 3% olur. Buradanu’ = 2x olup, y' = u'3%In3 =
2x.3%"+1In3 bulunur.

4, y’=i

xln2

5. u = x3+ x denilirse y = logu olur. Buradan u’ = 3x% + 1 olup, vy’ =

w 3x2+1

= bulunur.
uln10  (x3+4x)Iin10

2x

_ 2 ™ _ I [ u_’ —
6. u = x* + 1denilirse y = Inu olur. Buradan u’ = 2x olup, y' = ==

bulunur.

Yiiksek Mertebeden Tirevler:

y = f(x) fonksiyonu (a, b) araliginda turevlenebilirse bunun tirevi olan
f'(x) fonksiyonuna y = f(x) fonksiyonunun tiirevi veya birinci mertebeden
turevi denir. Eger f'(x) fonksiyonu da bu aralikta turevlenebilirse bunun tirevi
olan f''(x) fonksiyonuna y = f(x) in ikinci mertebeden tiirevi denir. Bu sekilde
devam edilirse f(x) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi f ™ (x) olur. n > 2
olmak tizere f ™ (x) e, f(x) in yiiksek mertebeden tiirevi denir. Bu tiirevler

2 3 n
oo (4) (n) dy d°y d ay avy
v,y oy y W, yWveya =22 o= =

sembolleriyle de gosterilir.
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~ :“2?1;

f nin tglinci
mertebeden tiirevinin
art arda g defa tiirev

alma anlamina

geldigine dikkat ediniz.

Tlrev

-
g

of (x) = x* + 2x3 — 4x? + 3x — 5 fonksiyonunun birinci

mertebeden,ikinci mertebeden ve ligclincii mertebeden tiirevlerini
bulunuz.

Ornek

Coziim: Verilen fonksiyonun istenen tiirevleri sirasiyla,
fl(x) =4x3+6x2—8x+3, f'(x) =12x*> + 12x — 8 ve
f'""(x) = 24x + 12

bulunur.

A\

f(x) = e?* fonksiyonunun iigiincii mertebeden tiirevini bulunuz.

Ornek

Coziim: Bunun icin 6nce verilen fonksiyonun birinci ve ikinci dereceden
tlrevlerini bulmaliyiz. Buna gore,

f'(x) = 2e%*, f"(x) = 4e?* ve f""'(x) = 8e?*

olur.

e Tirevin fiziksel ve matematiksel anlaminin yanisira, diger
alanlardaki anlamlarini inceleyiniz.

Bireysel Etkinlik
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Tlrev

*Bu lnitede ilk olarak tiirevin anlami ve uygulama alanlarindan bahsedildi.
Sonra tirevin tanimi verildi ve tanimla ilgili 6rnekler ¢ézuldi. Tirev tanimi
ile tlirev hesabinin ¢okta pratik bir yol olmadigi gorildi. Bu nedenle
ispatsiz olarak tiirev alma kurallari verilip bunlarla ilgili olarak érnekler
¢Ozuldl. Daha sonra yiiksek mertebeden tlrevler verildi.

Ozet
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Tlrev

DEGERLENDIRME SORULARI

1. f(x) =x3+3x% — 2x + 4 ise, f'(0) degeri asagidakilerden hangisidir?
a) 0
b) 3
¢ 1
d) -2
e) 4

2. f(x) =+vVx+1lise, f'(1) degeriasagidakilerden hangisidir?
1

a) E
b) 2
1
C) ﬁ
d V2
V2
E) 7

3. f(x) =2x3+ xise, f'(x) tlirevi asagidakilerden hangisidir?
a) 6x%+1
b) x%2+1
c) x
d) 6x2
e) 6x%+x

4. f(x) =+xeXise, f'(x) asagidakilerden hangisidir?
a) Vx+e*
Kl x
b) =T Vxe
c) 2vxe*
ex
N
e) Vxe*

5 fx) = % ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
) 2x
(Bx+1)2
2

- (3x+1)2
2

C) 3x+1
2

d) (3x+1)2

e) (3x2+ 1)2

b)
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Tlrev

6. f(x)=(x%+1)0ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
a) 20x(x?+1)°
b) 10x(x? + 1)°
c) 10(x%+1)°
d) 20x(x?+1)10
e) 10(2x +1)°

7. f(x) = e**ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
a) er
b) e*
ezx

c)

2
d) 2e*
e) 2e%*

8. f(x) = 2%*ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
a) 2%
b) 23x
c) (In2)23*
d) (31n2)2%*
e) (In3)23*

9. f(x)=1In2x+ 1)ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
1

a) 2x+1

b) In(2x+1)

c 2

d)

1

2x+1
2

2x+1

In2

e)

10. f(x) = log(x? + 1) ise, f'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?
2
a) (x2+1)In10
2x
b) (x%2+1)In10
2x
(x2+1)
_2z
(x2+1)
2x
(x2+1)

c)
d)

e) Inx
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11. f(x) = e3¥ise, f'"'(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

a) 27e3*
b) eSx

c) 9e3*
d) 3e3*
e) 81le3*

12. f(x) = x* + x3 ise, f""'(1) degeri asagidakilerden hangisidir?

a) 18
b) 7

c) 30
d) 25
e) 24

13. f(x) = xe* ise, f"'(0) degeri asagidakilerden hangisidir?

a) 3
b) 1
c 0
d) e
e) 2

14.
a) 2
b) 1
c 3
d 0
e) 4

15.
a) 5
b) 20
c) 15
d 3
e) 4

f(x) = x%Inx ise, f'(1) degeri asagidakilerden hangisidir?

f(x) = 3x + 1)%ise, f'(0) degeri asagidakilerden hangisidir?

Cevap Anahtari

1.d,2.c,3.3,4.b,5.d,6.3,7.e, 8.d,9.e,10.b, 11.3, 12.c, 13.e, 14.b, 15.c
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Tirev Uygulamalari

e L'hépital Kurali Ve Bazi Cebirsel islemler Vasitasiyla Limitte
Karsilasilan Belirsizlikleri Giderme

* Verilen Bir Egriye Uzerindeki Bir Noktadan Cizilen Teget Ve Normal
Dogrularinin Denklemlerini Elde Etme

e Birinci Mertebeden Tiirevin Isaretinden Faydalanarak
Fonksiyonlarin Artan Ya Da Azalan Olmasini inceleme

* Birinci Mertebeden Tiirevin isaret Degisimini Kullanarak
Fonksiyonlarin Maksimum Ve Minimum Noktalarini Belirleme

e ikinci Mertebeden Tiirevin Isaret Dedisiminden Faydalanarak
Fonksiyonlarin Biikiilme Ozelliklerin inceleme
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GIRiS

11. Unite’de verilen “Tiirev” kavrami, bircok alanda oldugu gibi giinliik
hayatimizda da karsilasabilecegimiz bircok problemde kullanabilecegimiz bir
kavramdir. Genel olarak tlrev herhangi bir bagimli degiskenin ona etki eden
bagimsiz degiskene gbére hangi hizla degistigini ifade eder. Bu degisimin pozitif
olmasinin, negatif olmasinin veya hi¢ olmamasinin birer anlami vardir. Ornegin bir
isletmede Uretim sayisina bagli olarak ortalama maliyetin hesaplanmasi, maliyetin
arttigi araliklarin belirlenmesi, hangi tiretim diizeyinde karin maksimum olacagi vb.
konular maliyet ve kar fonksiyonlari belirlendikten sonra bunlarin tirevlerinin
yorumlanmasina bagl olarak elde edilecek sonuclardandir. Diger yandan belirli bir
ylkseklikten birakilan ve serbest diisme hareketine maruz kalan bir cismin ne
zaman yere dlsecegi veya hangi hizla yere carpacagi gibi konular bu cisme ait
hareket fonksiyonu yazildiktan sonra bu fonksiyonun ve tiirevinin ortaya
¢ikaracagi sonuglardan elde edilebilir. Hemen hemen her bilim alanindaki bir¢ok
konu icin bu gibi 6rnekler vermek miimkiindir. Dolayisiyla tlirev uygulamalari
cogu bilim alaninin kullandigi 6nemli bir konudur.

Bu boliimde, tlirevin bazi uygulamalari 5 kisim olarak ele alinacaktir. /.
kisimda bazi limit hesaplamalarinda ortaya ¢ikan belirsiz haller ele alinacak ve
belirsiz formdaki limitleri hesaplamak igin tlirevin nasil kullanilacagi incelenecektir,
Il. kisimda verilen bir egriye lzerindeki bir noktadan gizilen teget ve normalin
denklemi tlrevi iceren birer denklem ile yazilacak, //l. kissmda fonksiyonun artan
veya azalan oldugu araliklar o fonksiyonun tiirevinin isareti sonucunda
belirlenecek, /V. kissimda fonksiyonlarin maksimum veya minimum degerleri
onlarin kritik noktalari vasitasiyla hesaplanacak ve son olarak V. kisimda
fonksiyonlarin grafiklerinin ¢gizilmesinde rol oynayan biikeylik kavrami
incelenecektir.

Belirsiz Haller

Bazi limit hesaplamalarinda

0 » 0 500
—,—,00 — 00,0 X ,0° 000 ve 1*

0 oo

durumlartiile karsilasilir. Bu ifadeler belirsiz haller olarak adlandirilir. Bu ifadelere
benzeyen

00 4+ 00, —00 — 00,01* ve 0~
durumlari ise belirsizlik olmayip bu durumlarda
00 4+ 00 = 400, —00 —00 - —00,0T® 5 0ve 0% = 400
sonuglari gegerlidir [1].
Limit konusunda g ve g belirsizlikleri ile karsilastigimizda bazi cebirsel
islemler yaparak belirsizligi kaldirip limitlerin sonuglarini elde edebilmistik.

Ancak bu durum her zaman miisait olmayabilir. Ornegin
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L'Hopital Kurali’'nda
payin tirevinin paya,
paydanin tlirevinin de

paydaya yazildigina

dikkat ediniz.

durumlari

m . . V)
— belirsizligi olarak
[ee]

bilinir.

Tirev Uygulamalari

. x%2—4 . In(x-1)
lim ve lim
x-2 X—2 x-2 X-2

limitlerini ele aldigimizda birinci limit igin verilen fonksiyonda sadelestirme
yaparak sonucu kolayca bulabilecekken ikinci limitte boyle bir sansimiz yoktur.

0 ST
° Belirsizligi

Bu kisimda tiirev bilgisine dayanan ve bu tiir belirsizlikler icin

kullanilabilecek ¢ok pratik bir metot olan L'Hopital (Lopital) Kural’ni ele alacagiz.

g Belirsizligi icin L'Hépital Kurali:

f(x) ve g(x), (a, b) araliginda turevlenebilen iki fonsiyon ve x, € (a, b)
olsun. Eger lim f(x) = 0, lim g(x) = 0 ve her x € (a, b) igin g’'(x) # O ise
X—Xq X—Xq

x=x9 g(x)  x=x0 g'(x)

esitligi gecerlidir. Bu kural x — 4o icin de gecerlidir.

Lfl \

. sinx . .. .
-hmT limitini hesaplayiniz.

x—0

Ornek

.. . . . o . _sinx .. O T
Céziim: limsinx = 0 ve limx = 0 oldugundan lim —= igin = belirsizligi
x—0 x—0 x-0 X 0

vardir. (sinx)’ = cosx ve x" = 1 tirevleri géz 6niine alinirsa L’Hopital
Kural’'na gore

~sinx _ (sinx)’  cosx 1
lim = lim = lim =-—=1
x-0 X x—=0 x' x—0 1 1

bulunur.

w . . e e
— Belirsizligi
(0]

Bu belirsizlik tliriinde de L'Hopital Kurali ile sonucu kolayca elde edebiliriz.

Belirsizligi i¢in L'Hopital Kural:
f(x) ve g(x), (a, b) araliginda turevlenebilen iki fonsiyon ve x, € (a, b)
olsun. Eger lim f(x) = too, lim g(x) = +oove her x € (a,b) igin g'(x) # 0
X—-Xg X—-Xg
ise
fx) ()
lim 1

——= lim
x=x0 g(X)  x=%0 g' (%)

esitligi gecerlidir. Bu kural x — + oo icin de gecerlidir.
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{

Belirsizlik kalkana kadar
L'Hoépital Kurali art arda
uygulanabilir.

Tirev Uygulamalari

/A¥

] Inx . ...
e lim —- limitini hesaplayiniz.
X—+oo €

Ornek

Coziim: lim Inx = + o ve lim e* = + oo oldugundan verilen limitte —
xX—+00 R

xX—+0co

belirsizligi vardir. L'HOpital Kurali’'ndan

elde edilir.

Bazi limit hesaplamalarinda L’Hopital Kurali’nin belirsizlik kalkana kadar
uygulanmasi gerekebilir. Bu durumda

ECO NN ) BN (]
o g(X)  xomeg () xke g (x)

esitligi gegerli olur.

TA

x%—x

.4
e lim

limitini hesaplayiniz.
x—>—002x2+1 play

Ornek

Cézim: lim (4x2 —x) = + oo ve lim (2x% + 1) = + o oldugundan —
X——00 X——00 (o]
belirsizligi vardir. (4x? — x)’ = 8x — 1 ve (2x%2 + 1)’ = 4x oldugundan

L’Hopital Kural’na gore

4x2 —x  8x-—1

T 2% 1 aooe dx
esitligi gecerlidir. Son limitte g belirsizligi ile karsilasilmaktadir. Bir kez daha

L'Hépital Kural uygulanirsa

8x —1 8
lim = lim —=2
x—-—-o00 4x x——00 4
olarak bulunur. Yani
4x2—x_1_ 8x—1_1_ 8_2
oo 2x2 41 oo dx | xocbed

elde edilir.
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o — oo Belirsizligi

Bu tir belirsizliklerde limiti hesaplanacak fonksiyon lizerinde bazi islemler
yaparak ifadeyi % veya g belirsizliklerinden birine gevirdikten sonra L'Hopital

Kural’ni uygulayarak sonucu elde etmeye cgalisiriz.

K \

. 2 1 R
e lim (— = —) limitini hesaplayiniz.
x-0t \x sinx

Ornek

Coéziim: lil’(r)1+ G — ﬁ) limitinde oo — oo seklinde bir belirsizlik vardir. Parantez
X—

icerisinde payda esitlemesi yaplilirsa,
) 1 ) 2sinx — x
lim (—— - >= lim (—)
x-0t\x Slnx x-0% X Sin x
yazilabilir. Bu limitte ise % belirsizligi ile karsilasilir. L'H6pital Kural’ndan

_ 2sinx — x _ 2cosx —1 2—-1
lim (— )=11m(. >= = 400
x-0t\ xSInx x-0t \SIn x + x COS x 0

bulunur. Burada +o0o € R oldugundan limit yoktur.

0 X oo Belirsizligi
lim f(x) =0 ve lim g(x) = tooise lim f(x)g(x) limitinde 0X oo
x—a x—a x—-a

seklinde bir belirsizlik ile karsilasilir. Bu durumda

lim f(x)g(x) = lim f(lx)
X—a x—-a m
oo —oo ve 0 X oo
belirsizliklerinde 6nce % yada
veya o lim £()g(x) = lim <2
belirsizliklerinden birine xma REATe5)

gecilir. Sonra L'Hopital

. 0 © P . .. "
Kurali uygulanir. seklinde yazilirsa o va da = belirsizliklerinden birine gegilmis olur. Sonra

L'Hopital Kurali uygulanabilir.

k:" \

e lim (2x1Inx) limitini hesaplayiniz.
x—-0F

Ornek
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Céziim: lim 2x = 0ve lim Inx = —oo oldugundan verilen limitte 0 X oo
x—0% x—0%

belirsizligi vardir.

lim (2% 1n%) = Tim
i, xIn) = Jiy =5~
2x

seklinde yazarsak ikinci limitte g belirsizligi ortaya gikar. L’Hopital Kurali’'ndan

1
. ok X
eI = T =TT
2x 2x?
2x?
= lim ([ ——— ) = lim (-2x) =0
x—-0+ X x—-0%

elde edilir.

0%, % ve 1% Belirsizlikleri

gx)

Bu belirsizlikler lim (f(x)) seklindeki limitlerde karsimiza gikar.
X=X

Logaritmanin 6zelliklerinden faydalanilarak
(f(x))g(x) _ eln(f(x))g(x) = e9®In(f(x)
yazilabilir. x — x; igin limite gegilirse

lim (£(0))?® = lim e9@(r®)
X=Xo X—>Xg
yazilir.
Eger lim g(x)In(f(x)) = L limiti mevcutsa
X—=Xg

lim (f (x))g(x) = lim e9@N(r®) = (A%, IONU®) _ 1
X—Xg X—Xg

sonucu bulunur.

e lim x'/ ™% |imitini hesaplayiniz.
x>0t

Ornek

Céziim: lir(r)l+ x =0ve lir(r)l+ 1/In x = 0 oldugundan verilen limitte 0° belirsizligi
xX—> xX—

mevcuttur.
x1/Inx =elnxl/]“" — olnx D% — el
oldugundan x = 0% icin limite gecilirse
lim x¥/n* = ]im e! = e?
x—-0+ x—-0%

bulunur.
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5
e lim xx limitini hesaplayiniz.
X—+ 00

Ornek

5
Céziim: lim xx limitinde 00® belirsizligi mevcuttur.

xX—+co

I 2 Elnx 5Ilnx
:enxx:ex =e X

5
xXx

oldugundan x — +oo igin limite gegilirse

5 5lnx li 5Inx
. 2 . 224 im
Iim xx= lim e x = ex>+o X
X—+00 x—+00

. 1 Lo TR o JUrA .
yazilir. lim 5% limitinde g belirsizligi mevcut oldugundan L'Hoépital Kurali ile
X—+o00

1
. S5lnx 5y 5
lim = lim —== lim —=0
x—+00 X x—+00 1 x—+00 X
elde edilir.
Boylece istenen limit
5 lim 5Inx
lim xx = ex-+0 x =¢0=1
X—+00

olarak bulunur.

/A

e lim (1 —E)x limitini hesaplayiniz
X—+00 x play ’

Ornek

X
Coziim: lim (1 — E) limitinde 1% belirsizligi mevcuttur.
X—+00 X
28* 2\* 2
(1 — _> = eln(l_f) = exln(l—})
x
oldugundan x — oo igin limite gegilirse
X

2 _2 i _2
lim (1 — —) = lim exln(l x) = exl—l>llloox ln(l x)
x—+00 X x—+00

yazilir. lirll x1n (1 - z) limitinde 0 X oo belirsizligi mevcut oldugundan bu limiti
X—+00

In(1-3)
1/x

lim

I seklinde yazip % belirsizligine geceriz. Buradan da L'Hopital Kuraliile
X—>+ 00
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2/x?
) 1n(1—%)_ ) 1-2 . 2 __,
x—1>r-|¥loo 1/x _x—1>I-Poo —1/x2 _x—1>r-|¥100 2

1—=
X

elde edilir. Boylece istenen limit

2\* i _2
lim (1 — —) = exl—l>I-Pooxln(1 x) = e_z
X—+00 X

olarak bulunur.

Teget ve Normalin Denklemi

Bu kisimda, verilen bir egriye lizerindeki bir noktadan cizilen teget ve
normal dogrularinin denklemleri verilecektir [2].

f:(a,b) = R sirekli fonksiyonun grafigi tizerindeki bir A(xq, o)
noktasindan gecen teget ve normal dogrulari Sekil 12.1’de gosterilmistir.

Normal

Teget

*o

Sekil 12.1
Tegetin Denklemi
y = f(x) fonksiyonu ile verilen bir egriyi gbz 6niine alalim. Bu egrinin
uzerindeki bir A(x, yo) noktasindan gizilen teget dogrunun egimi my = f'(x,)

sayisidir. Egimi my olan ve A(x,,y,) noktasindan gegen dogrunun denkleminin
de

Yy = Yo =mgp(x — xo)
oldugunu biliyoruz. Boéylece bu teget dogrunun denklemi

y— Yo = f'(x0)(x — x0)

ile ifade edilir.
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Normalin Denklemi

y = f(x) fonksiyonu ile verilen bir egriye tizerindeki bir A(x, y,)

noktasindan cizilen teget ve normal dogrulari birbirine dik olacagindan bu

Birbilerine dikolantiki dogrularin egimlerinin carpimi " — 1" sayisidir. Bu ylizden normalin egimi
dogrunun egimlerinin 1 1
-1 my=——=——
garpiminin N my F(x0)

oldugunu hatirlayiniz.
olur. Dolayisiyla normal dogrunun denklemi,

1
y—Yo = —m(x—xo)

ile ifade edilir.
!c‘f \
X~
“C-’ of (x) = x3 fonksiyonuna x, = —2 apsisli noktadan cizilecek teget
:5 dogrunun denklemini bulunuz.

C6ziim: Bu dogrunun egimimy = f'(—2) = 3(=2)? = 12 olup (xq,yo) =
(—2,—8) noktasindan gegeceginden denklemi

Y=o = f'(x0)(x — x0)
y—(-8)=12(x — (-2)) =y = 12x + 16

olarak bulunur.

~
L | ef(x) = x2 — x fonksiyonuna x, = 3 apsisli noktadan gizilecek
6 normal dogrunun denklemini bulunuz.
. .. . __ 1 ___ 1t __1 _
Co6ziim: Normal dogrunun egimimy = o) 2G)-1 S olup (xg,y0)

(3,6) noktasindan gececeginden, denklemi

1
y—Yo = —m(x—xo)

6 1 3 1 +33
—_ = —_—— f— _ — —_
y 5(x )=y Sx z

olarak bulunur.
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y=ax+b
dogrusunun egimi a
sayisidir.

Tirev Uygulamalari

[
-

*A(1,4) noktasindan gecen ve 3x + 2y = 1 dogrusuna dik olan
dogru denklemini yaziniz.

Ornek

Céziim: y = ax + b dogrusunun egimi a sayisidir. 3x + 2y = 1 dogrusunuy =
- %x + % seklinde yazarsak egiminin —; oldugunu goririiz. Bu dogruya dik olan

dogrunun egimide m = —% = g olacaktir. O halde A(1,4) noktasindan gecen ve

2
oo 2 . .
egimim = - olan dogrunun denklemi
10

2 2
h=—(x -1 =7y =— —_
y 3(x )=y 3¥t3

olarak bulunur.

Artan-Azalan Fonksiyonlar

Tanim: f, [a, b] arahiginda taniml bir fonksiyon olsun. Her x;, x, € [a, b] igin

x1 < x5 iken f(x;) < f(x3) oluyorsa f fonksiyonuna bu aralikta artan fonksiyon
denir (Sekil 12.2). Benzer sekilde her x4, x, € [a, b] igin x; < x, iken

f(x1) > f(x3) oluyorsa f fonksiyonuna bu aralikta azalan fonksiyon denir (Sekil
12.3).

y ¥y
X, <x, iken f(x,)< f(x,) A x <x, iken F(x)> f(x,)

o 4

X, X, b a X x, b
Sekil 12.2 Sekil 12.3

Tanimdan hareketle bir fonksiyonun artan veya azalan oldugunu tespit
etmek ¢cok da kolay degildir. Ancak tirev yardimiyla kolay bir hale getirilebilir.

Not: f fonksiyonu, [a, b] araliginda surekli ve (a, b) araliginda tirevlenebilir olsun.
i. EgerVx € (a,b)igin f'(x) > 0ise f fonksiyonu artandir,

ii. EgerVx € (a,b)igin f'(x) < 0ise f fonksiyonu azalandir,
iii. EgerVx € (a,b)icin f'(x) = Oise f fonksiyonu sabittir.

Yani verilen bir aralikta, fonksiyonun tiirevi pozitif ise o aralikta fonksiyon
artan, tiirevi negatif ise o aralikta fonksiyon azalandir.
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Her mutlak maksimum
veya mutlak mininum
nokta ayni zamanda bir
yerel maksimum veya
yerel minimum
noktadir. Fakat tersi
dogru degildir.

Tirev Uygulamalari

of (x) = x? + 4x — 5 fonksiyonunun artan-azalan oldugu araliklari
bulunuz.

Ornek

Coziim: f(x) = x* +4x + 5 fonksiyonuigin f'(x) = 2x + 4 tiirevi elde edilir.

Tirev fonksiyonunun isaret tablosu, 5. Unitedeki Tablo 5.1’ e gére
x |—oo —2 +o0
f(x) - O +
S (x) \ /

seklinde olur. Buradan fonksiyonunun (—oo, —2) araliginda azalan ve (—2, +o0)
arahiginda artan oldugu gorilar.

Fonksiyonlarin Maksimumu ve Minimumu

f:la,b] = R fonksiyonu verilsin. Bir ¢ € [a, b] noktasinin, tanim
kiimesinde kalan uygun bir komsulugundaki her x degeriigin f(x) < f(c)
oluyorsa (c,f(c)) noktasina f fonksiyonunun yerel maksimum noktasi, f(c)
sayisina da yerel maksimum degeri denir.

Benzer sekilde bir d € [a, b] noktasinin, tanim kiimesinde kalan uygun bir

komsulugundaki her x igin f(d) < f(x) oluyorsa (d,f(d)) noktasina f
fonksiyonunun yerel minimum noktasi, f (d) sayisina da yerel minimum degeri
denir.

Bu tanimdaki f(x) < f(c) yada f(d) < f(x) esitsizlikleri f
fonksiyonunun tanim kiimesindeki her x icin saglaniyorsa (c, f(c)) noktasina

mutlak maksimum nokta ve f(c) sayisina da mutlak maksimum deger, (d,f(d))

noktasina mutlak minimum nokta ve f(d) sayisina da mutlak minimum deger
denir.

Bir fonksiyonun maksimum veya minimum noktalarina o fonksiyonun

extremum noktalari, maksimum veya minimum degerlerine de extremum degerleri

denir.
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»
>

. y=7(x)

Sekil 12.4

Sekil 12.4 ile verilen f: [a, b] = R, y = f(x) fonksiyonu igin maksimum ve
minimum noktalar

e Yerel Maksimum Noktalar = (c,f(c)), (e,f(e)), (b,f(b))
e Mutlak Maksimum Nokta = (e,f(e)),
e Yerel Minimum Noktalar = (a,f(a)), (d,f(d)), (g,f(g))
e Mutlak Minimum Nokta = (g, f(9)),

seklindedir.

Bir fonksiyonun tiirevini sifir veya tanimsiz yapan noktaya o fonksiyonun

kritik noktasi denir.

Bir fonksiyonun extremum noktalari o fonksiyonun kritik noktalari arasinda
aranir.

f:la,b] = R fonksiyonu verilsin ve ¢ noktasi da bu fonksiyonun tanimli

oldugu bir kritik noktasi olsun.
Her ekstremum nokta

kritik noktadir. Ancak i. Bu noktada tiirevin isareti pozitiften negatife donliyorsa bu nokta bir yerel
tersi her zaman dogru maksimum noktadir.
olmayabilir. ii.  Bunoktada tiirevin isareti negatiften pozitife déniiyorsa bu nokta bir yerel

minimum noktadir.
iii. Bu noktada tiirevin isareti degismiyorsa bu nokta bir extremum nokta

degildir.
X~
L | of:[-55] > R: f(x) = x3 — 12x fonksiyonunun extremum
:5 noktalarini bulunuz.

coziim: f(x) = x3 — 12x fonksiyonu igin f'(x) = 3x2 — 12 tiirevi elde edilir.
Buradan x = —2 ve x = 2 noktalari tiirevi sifir yapan kritik noktalardir. [—5,5]
araliginda tirev fonksiyonunun degisim tablosu
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x |5 -2 2 5
TG | O N O N
f(x) —65/ 16 ~16 /' 65
mutlak  verel yerel mutlak
min mak min mak

seklinde olur.

x = —2’de tirevin isareti pozitiften negatife dondiginden (—2,16) noktasi
bir yerel maksimum noktadir.

x = 2’de tirevin isareti negatiften pozitife déndugiinden (2, —16) noktasi
bir yerel minimum noktadir.

x = =5 i¢in fonksiyon en kiiciik degerini —65 ile aldigindan (—5, —65)
noktasi bir mutlak minimum noktadir.

x = 5 i¢in fonksiyon en buyik degerini 65 ile aldigindan (5,65) noktasi bir
mutlak maksimum noktadir.

2
of:R\{2} > R: f(x) = (Lz) fonksiyonunun extremum noktalarini

xXx—

Ornek

bulunuz.

A _( x 2 . . . ’ . —4x .. . "
Cozim: f(x) = (E) fonksiyonu igin f'(x) = R tlrevi elde edilir. Buradan
x = 0 noktasi tlirevi sifir yapan bir kritik nokta iken x = 2 noktasi tiirevi tanimsiz
yapan bir kritik noktadir. Fakat bu noktada fonksiyon da tanimh degildir. Turev

fonksiyonunun degisim tablosu

x |[—oo 0 2 +o0
—4x + O - -
(x—2)| - - O
f’(x) - O + —
x 0
I N\ . 7 sz N
min

seklinde olur.

x = 0 da tirevin isareti negatiften pozitife ddnduginden (0,0) noktasi bir
yerel minimum noktadir.

x = 2’'de tlrevin isareti degismistir. Fakat bu deger icin fonksiyon taniml
olmadigindan bu nokta bir extremum nokta degildir.
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of:[0,4+) - R: f(x) = +/x fonksiyonunun extremum noktalarini
bulunuz.

Ornek

coziim: f(x) = +v/x fonksiyonu igin f'(x) = % tlrevi tlrevi elde edilir. Buradan

x = 0 noktasi tlirevi tanimsiz yapan bir kritik noktadir. Fakat bu noktada fonksiyon
tanimlidir. [0, +o0) araliginda tiirev fonksiyonunun degisim tablosu

X 0 +o0
/(%) + +
f(x) m(l},ltlak / "

seklinde olur.

x = 0 noktasinda fonksiyon 0 degerini aldiktan sonra artarak sonsuza
gitmistir. Dolayisiyla bu nokta bir mutlak minimum noktadir.

Biikiim Noktalari

f fonksiyonu (a, b) araliginda tirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu
aralikta f' tiirevi artan ise f fonksiyonuna yukari bikey ya da konveks, f' tirevi
azalan ise f fonksiyonuna asagi biikey ya da konkav denir.

Geometrik olarak fonksiyonun tanimh oldugu aralikta, grafigi tizerinde
gizilecek butiin tegetler fonksiyon egrisinin altinda kaliyorsa fonksiyon bu aralikta
yukari bikey (konveks) olur (Sekil 12.5). Eger tegetler fonksiyon egrisinin Gistiinde
kaliyorsa fonksiyon bu aralikta asagi bikey(konkav) olur (Sekil 12.6).

y y
F N A
y=/(x)
y=/(x)
} } » X t —>» X
a b a b
sekil 12.5 Sekil 12.6

- 254
Atatirk Universitesi Acikogretim Fakiltesi



Tirev Uygulamalari

Bir fonksiyonun bikeyliginin yond ile ikinci tiirevinin isareti arasindaki iliski
soyledir.

f:la,b] = R,y = f(x) fonksiyonu (a, b) araliginda iki kez tiirevlenebilen
bir fonksiyon olsun.

i.  (a,b)araliginda f""(x) > 0ise f fonksiyonu bu aralikta yukari
blkeydir(konveks).

i. (a,b)araliginda f"(x) < 0ise f fonksiyonu bu aralikta asagi
blkeydir(konkav).

f fonksiyonunun konvekslikten konkavliga ya da konkaviiktan konvekslige
gectigi noktaya biikiim noktasi denir. Biikiim noktasinda ikinci tiirev sifir ya da
tanimsiz olur (Sekil 12.7).

y y
A A
y=7s(x)
y=s(x)
f"(c) =0 f"(c) yok
} t } » X t t +—>» x
a c b a c b
Sekil 12.7

/AW

R
L SRR f(x) = 11—2x4 - %x3 + x2 fonksiyonunun biikiim
S
0 noktalarini bulunuz.

Céziim: f(x) = %x“’ - %x3 + x2 fonksiyonu igin f'(x) = §x3 - %xz + 2x ve
f"(x) = x? — 3x + 2 tiirevleri bulunur. Buradan x = 1 ve x = 2 noktalari ikinci
tiirevi sifir yapan noktalardir. ikinci tiirev fonksiyonunun degisim tablosu
x | —oo 1 2 +00
TG | B O R
f( x) konveks konkav konveks

—=h

Bukim Bikim
noktasi noktasi

seklinde olur.

Buna gore fonksiyon (—oo, 1) araliginda konveks, (1,2) araliginda konkav ve
(2, +) araliginda konvekstir.
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x = 1 noktasinda konvekslikten konkavliga gectiginden bu nokta bir bikim
noktasidir.

x = 2 noktasinda konkavliktan konvekslige gectiginden bu nokta da bir
bikim noktasidir.

Bu béliimde bu kadar érnekle yetinecegiz. ilave érnekler igin [3-4]
¢alismalarindan faydalanilabilir.

e Arabanizla evinizden is yerinize giderken karsilastiginiz
maksimum minimum olaylarinin ne olabilecegi lizerine
disininiz.

Bireysel Etkinlik
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Ozet

*Bazi limit hesaplamalarinda ortaya ¢ikan belirsiz haller L’Hopital Kurali ile
kolayca hesaplanabilir.

eFonksiyon egrisine bir noktada ¢izilecek tegetin denklemi, egimin o
noktadaki tiireve esit oldugu bilgisiyle, normalin denklemi de teget ile
normalin dik oldugu bilgisiyle kolayca elde edilebilir.

eVerilen bir aralikta, fonksiyonun birinci tiirevi pozitif ise o aralikta
fonksiyon artan, negatif ise o aralikta fonksiyon azalandir.

*Bir noktada fonksiyonun birinci tiirevinin isareti, pozitiften negatife
doniiyorsa bu nokta bir yerel maksimum noktadir, negatiften pozitife
doniiyorsa bu nokta bir yerel minimum noktadir, tirevin isareti
degismiyorsa bu nokta bir extremum nokta degildir.

*Bir aralikta fonksiyonun ikinci tiirevi pozitif ise fonksiyon bu aralikta yukari
bukey(konveks), negatif ise fonksiyon bu aralikta asagi biikey(konkav) olur.
Konvekslikten konkavliga ya da konkavliktan konvekslige gecis noktasina da
bikim noktasi denir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

1-cosx

1. lim
x—0 -

a) 0
b) —1
c 1
d 2
e) 4+

eXx

. x%-2x+1
2. xl—l>l;-noo 3x2-4
a) 1
b) 4
c) 1/4
d) 1/3
e) 3

In

3. lim Invx limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?

x—-1t x—1
a) +oo
b) —oo
c) 0

d 1/2
e) —1

4. lim x* limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?

x—0%
a) 0
b) 1
g -1
d) +oo
e) —oo

X
5. lim (2) limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?

x—0%
a) 0
b) e?
c) 2
d -2
e) 1

limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?

limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
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6.

7.

8.

. 3\ ¥ .
lim (1 — —) limitinin degeri asagidakilerden hangisidir?
X—+00 X

a) e~
b) e*
C) e—12

d) e12
1

3

e) e~

f(x) = x3 + 8 fonksiyonunun A(1,9) noktasindaki tegetinin denklemi
asagidakilerden hangisidir?

a) y=2x-—8
b) y=3x+8
c) y=3x—-8
d y=3x+6
e) y=3x—6

f(x) = x? — x — 4 fonksiyonunun A(—2,10) noktasindaki normalinin
denklemi asagidakilerden hangisidir?

x , 50
A y=5t3
52
o y= i
x , 52
o y=-3t3
x 52
dy=5-%
e) =§+5?2

(v/3,0) noktasindan gegen ve x + y = 2 dogrusuna dik olan dogrunun
denklemi asagidakilerden hangisidir?

a) y=x++3
b) y=x-+3
) y=x—vV2
d y=x++2
e) y=—-x—2v2

10. f(x) = 2x3 — 6x? fonksiyonu hangi aralikta artandir?

a) (1,+x)
b) (—2,+4o0)
c (0,1)

d) (0,2)

e) (—»,0)
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11. f(x) = —x? + 4x — 6 fonksiyonunun azalan oldugu aralik
asagidakilerden hangisidir?
a) (—,2)
b) (—2,0)
¢ (—1,0)
d) (2,+x)
e) (0,2)

12. f(x) = —=3x* — x? + 1 fonksiyonunun hangi apsisli noktada bir yerel
maksimumu vardir?
a) —1
b) -3
c) 0
d 1
e) 3

13. f:[-00,2] » R, f(x) =+/2 — x fonksiyonunun hangi apsisli noktada bir
yerel minimumu vardir?
a) 2
b) —2
c) 0
d -1
e) 1

14. f(x) = x* + 4x3 — 4 fonksiyonunun asagi biikey(konkav) oldugu aralik
asagidakilerden hangisidir?
a) (—2,0)
b) (—2,2)
c (-1,2)
d) (1,2)
e) (1,4

15. f(x) = 2x3 + 4x? + 4 fonksiyonunun yukari biikey(konveks) oldugu
aralik asagidakilerden hangisidir?

0 (-20)
9 (23
9 (3v)
o (2v)

Cevap Anahtarn
l.a,2.d,3.d,4.b,5.e,6.c,7.d,8.e,9.b, 10.e,11.d,12.c, 13.3,14.a "™ -
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Asimptotlar,
fonksiyonun belirttigi
egriye sonsuzda teget

olan dogru veya
egrilerdir.

Grafik Cizimi

GIRiS

Fonksiyonlar hakkinda bu agsamaya kadar 6grendigimiz bilgileri kullanarak
onlara ait yorumlar yapip bazi sonuglar iretebiliriz. Ornegin fonksiyonlarin tanimli
veya tanimsiz olduklari yerleri belirleyebilir, tanimsizlik noktalarina yaklastikca
davranislarini yorumlayabilir, artan veya azalan olduklari araliklari elde edebilir,
maksimum veya minimum noktalarini belirleyebilir veya bikilme noktalarini
ortaya ¢ikarabiliriz. Bunun sonucunda da fonksiyonlarin kullanim amaglarina gére
karsilik geldigi olaylar hakkinda sonuglar elde edebiliriz. Simdi bunlarin da 6tesinde
fonksiyonlara ait bu bahsettigimiz bilgilerin hepsini birlestirip artik onlarin
grafiklerini de cizebiliriz. Bir fonksiyonun grafigini cizmek o fonksiyon tizerinde
daha bagka incelemeler ve genel yorumlar yapmamiza da olanak tanir. Diger bir
degisle bir fonksiyonun grafigi onun bitin davranisini resmeder ve ozelliklerini
gozler 6niine serer. Bunun sonucunda da o fonksiyona ait yorumlar yapmak daha
kolay olur. Bu nedenle bir fonksiyonun grafiginin gizimi oldukga faydali ve
onemlidir.

Grafik gizimini iki bashkta verecegiz. I. baslikta grafik ¢iziminde kullanilan
onemli bir kavram olan asimptot (Fransizca “asymptote” kelimesinden gelen ve
Turkce kaynaklarda asimptot olarak kullanilan bu kavramin Tirk Dil Kurumu
Sozlugindeki karsiligl “sonusmaz” seklindedir) kavramini tanitip asimptot
cesitlerini inceledikten sonra /. baslikta da bir fonksiyonun degisim tablosunu
olusturularak grafiginin nasil gizilecegini ele alacagiz.

Asimptotlar

Asimptotlar, bir fonksiyonun grafigini cizerken bize rehberlik edecek olan
Ozel dogrular veya egrilerdir. Asimptotlar kisaca, orijinden sonsuz uzaklastigimizda
bir egriye teget olan dogrular veya egriler olarak ifade edilebilir. Dort tip asimptot
vardir. Bunlar,

o Disey Asimptot

e Yatay Asimptot

e Egik Asimptot

e Egri Asimptot
seklindedir. Asimptotlari geometrik olarak gosterirken, verilen fonksiyonun grafigi
ile karismamasi igin kesikli gizgiler kullanilir. Simdi bu dort asimptotu sirayla
inceleyelim.

Diisey Asimptot
y = f(x) fonksiyonu verildiginde
lim f(x) = £oo veya lim f(x) = Foo
x->xg X—=Xg

oluyorsa x = x, dogrusuna y = f(x) fonksiyonunun disey asimptotu denir (Sekil
13.1).
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y
A
E : » X
'X X2
Sekil 13.1
[ \
< 2
8 of(x) = = fonksiyonunun varsa diisey asimptotlarini bulunuz.
c _
:0
Cozim: f(x) = x22_4 fonksiyonunun paydasini sifir yapan x degerleri x> —4 =0
denkleminin kokleri olan x = —2 ve x = 2 sayilaridir.
. 2 . 2
X, degeri rasyonel xl_}g— x2—4 too, x1_39%+ 22
fonksiyonun paydasini ve
sifir yapiyorken, payini ) )
sifirdan farklh yapiyorsa xllgl_ Y2oa - % ,}L%L 21 +00
x = xo dogrusu . . . . . .
. oldugundan tanima gore x = —2 ve x = 2 dogrulari verilen fonksiyonun diisey
rasyonel fonksiyonun .
.. . asimptotlaridir.
disey asimptotu olur. =
[ \
=< X
8 of(x) = s fonksiyonunun varsa diisey asimptotlarini bulunuz.
| -
:0

Céziim: f(x) = xz’: .

olmadigindan bu fonksiyonun diisey asimptotu yoktur.

fonksiyonunun paydasini sifir yapan herhangi bir reel deger

Yatay Asimptot
y = f(x) fonksiyonu verildiginde
lim f(x) = k ve(veya) xl_i>r_noo f(x)=k

X—+00

oluyorsa y = k dogrusuna y = f(x) fonksiyonunun yatay asimptotu denir (Sekil
13.2).
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y ¥ y
A A \J\
______________ R I Y
/ » X T \ > x » X
Sekil 13.2

Al
. . X~
Polinom fonksiyonlarin L ef(x) = x2 + 3x + 2 fonksiyonunun varsa yatay asimptotunu
yatay asimptotlarinin 5 bulunuz.
olmayacagina dikkat |
ediniz.
Cozim:

lim f(x) =+4o0 veya lim f(x) = +o
xX——00 X—+0o

oldugundan tanimi saglayan k reel sayisi yoktur. Bu sebeple fonksiyonun yatay
asimptotu yoktur.

P(x) ve Q(x) iki polinom fonksiyon olmak tzere f(x) = gi—i; olsun. P(x)

polinomunun derecesi Q (x) polinomunun derecesine esit ise en yiiksek dereceli
terimlerin katsayilarinin orani yatay asimptotu verir. P(x) polinomunun

derecesi Q(x) polinomunun derecesinden kuguk ise y = 0 dogrusu yatay
asimptottur. P(x) polinomunun derecesi Q(x) polinomunun derecesinden blyik
ise yatay asimptot yoktur.

/A
< 2
c of(x) = le-zzf: fonksiyonunun varsa yatay asimptotunu bulunuz.
:0
Cozim:
. x24+2x—-1 1 . x2+2x—1 1
im ————=—=-ve lim ——=—
x--00  2x2%—x 2 x-+oo  2x% —x 2

oldugundan y = % dogrusu y = f(x) fonksiyonunun yatay asimptotudur.
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RV
o |, _ . x . :
= fx) = prR—e) fonksiyonunun varsa yatay asimptotunu bulunuz.
:0
Coézim:
l —0ve li * -
oo xZ —Ax + 1 xteox? —dx+1
oldugundan y = 0 dogrusu yatay asimptottur.
Egik Asimptot
y = f(x) fonksiyonu verildiginde
_ f(x) :
lim ——==a(a#0) ve lim (f(x) —ax)=b
X—+00 X X—+00

olacak sekilde a ve b reel sayilari varsay = ax + b dogrusunay = f(x)
fonksiyonunun egik asimptotu denir. Burada x — —oo durumu i¢cin de benzer
tanim s6z konusudur.

f(x) =Vax? + bx + ¢ seklindeki kéklii fonksiyonlarda a < 0 ise egik
asimptot yoktur.a > 0 isey = Va |x + %| egik asimptottur (Sekil 13.3).

y y
A A
\—_7—,/ y=ax+b .
— » X -
e \
|
Sekil 13.3

of (x) = V2x% — 4x — 2 fonksiyonunun varsa egik asimptotlarini
bulunuz.

Ornek

Cozim: f(x) = Vax? + bx + ¢ seklindeki kokli fonksiyonlardaa > 0 isey =
Va |x + %| egik asimptot oldugundan f(x) = V2x2 — 4x — 2 fonksiyonunun
egik asimptotu y = v2|x — 1| fonksiyonudur.
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P(x) polinomunun
derecesi Q(x)
polinomunun

derecesinden bir fazla
P(x)

ise f(x) = e

fonksiyonunun egik
asimptotu vardir.

Grafik Cizimi

P(x) ve Q(x) iki polinom fonksiyon olmak tzere f(x) = % olsun. P(x)

polinomunun derecesi Q (x) polinomunun derecesinden bir fazla ise f(x)
fonksiyonunun egik asimptotu vardir. Polinom bdlmesi yapilarak egik asimptot

bulunur.
% 3 2
3x°+x“-=5 . #5 q
c of(x) = — fonksiyonunun varsa egik asimptotunu bulunuz.
@)

Coziim: Polinom bdlmesi yapilarak

3 +x*=5 x* 42

3x+1

3x34+x2-

oldugu gorulur. Boylece f(x) = Tzsfonksiyonunun egik asimptotu

y = 3x + 1 dogrusudur.
Egri Asimptot

P(x) ve Q(x) iki polinom fonksiyon olmak tzere f(x) = gi—g olsun. P(x)

polinomunun derecesi Q(x) polinomunun derecesinden en az iki fazla ise egri
asimptot vardir. Polinom bdlmesi yapilarak
£ = BG) + o)
x) =B(x)+——=
Q(x)
seklinde yazilir. Bu durumda ise y = B(x) fonksiyonu egri asimptotu verir (Sekil
13.4).

A

Sekil 13.4
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k‘; )
X
[} x*—2x3+2 . o
P(x) polinomunun £ of(x) = el fonksiyonunun varsa egri asimptotunu bulunuz.
derecesi Q(x) ‘0
polinomunun
derecesinden en az iki . . . .
P(x) Coziim: Polinom bdlmesi yapilarak

fazlaise f(x) = o)

fonksiyonunun egri xP=2x+2 x’+4x+1
asimptotu vardir.

x*—6x+23

x*-2x3+42
x2+4x+1
y = x% — 6x + 23 fonksiyonudur.

oldugu gorulur. Boylece f(x) = fonksiyonunun egri asimptotu

L‘i‘; \

2
x“+3x—4 . .. . . ..
of(x) = e — fonksiyonunun tiim asimptotlarini inceleyiniz.

Ornek

Cozim:

e x = —1vex = 3 degerleri paydayi sifir yaparken payi sifir
yapmamaktadir. Bu ylizden x = —1 ve x = 3 dogrular diisey asimptottur.

e Paydakix? + 3x — 4 polinomunun derecesi, paydadaki x? — 2x — 3
polinomunun derecesine esit oldugundan bu polinomlardaki x? iceren
terimlerin katsayilarinin oranina gére y = 1 dogrusu yatay asimptotu
verir.

e Egik asimptot yoktur.

e  Egri asimptot yoktur.

Bu béliimde bu kadar érnekle yetinecegiz. ilave érnekler igin [1-2]
¢alismalarindan faydalanilabilir.

Grafik Cizimi

Bu kisimda, fonksiyonlar hakkinda simdiye kadar 6grendigimiz bilgilerin
timind kullanarak grafiklerinin nasil ¢izilecegini 6grenecegiz.

Bir fonksiyonun grafigi cizilirken asagidaki adimlar takip edilir.

Fonksiyonun tanim kiimesi belirlenir.
Fonksiyonun (varsa) eksenleri kestigi noktalar bulunur.
Fonksiyonun varsa asimptotlari bulunur.

A wnNPe

Fonksiyonun birinci tirevi alinarak isareti incelenir.
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5. Fonksiyonun ikinci tirevi alinarak isareti incelenir (Bazen islemlerin ¢ok
uzamamasi i¢in bu kismi ihmal edebiliyoruz).
6. Elde edilen veriler kullanilarak fonksiyon icin degisim tablosu olusturulur.

e x — +oocin grafik yatay, egik ya da egri asimptot ile birlikte hareket
eder.

e Tabloda x degerleri kiiclikten biiyiige dogru yazilir. Tiirevin isareti
incelenirken 5. Béliimde yer alan Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 ve
Tablo 5.4 g6z 6niinde bulundurulur.

e Tabloda diisey asimptotlara cift ¢izgi ¢ekilir ve her ¢izginin ucuna birer
oo yazilir. Soldaki sonsuzun isareti ¢izginin solundaki tiirevin isareti ile
ayni, sagdaki sonsuzun isareti ¢izginin sagindaki tiirevin isareti ile ters
olur.

7. Degisim tablosundaki bilgiler koordinat sistemine aktarilr.

Simdi bu islemleri bazi 6rnekler Gzerinde ele alalim.

/AR

of (x) = x3 + x%2 — 2x fonksiyonunun degisim tablosunu
olusturarak grafigini giziniz.

Ornek

Cozim:
1. Fonksiyonunun tanim kiimesi (—oo, +o) araligi, yani tim reel sayilardir.
X = —o0 igin f(x) » —oo ve x = +oo igin f(x) = +oo seklindedir.
2. x=0iciny=f(0)=0vey=0icinx =—2,x =0vex =1degerleri
bulunur.
3. f(x) = x3+ x? — 2x polinom fonksiyonunun higbir asimptotu yoktur.

—1+7 -1—7 _
3

4. f'(x) =3x2+2x—2 olupx = =055vex = —— =

degerleri birinci tlrevi sifir yapan kritik noktalardir.

-1.21

5 f"(x) =6x+2o0lupx = —édegeri ikinci ttrevi sifir yapan bikiim
noktasidir.
6. Degisim tablosu

X |-o -2 -121 -1/3 0 055 1 +o
I A e N
P63 ] I e Y O B N T
F(x) 720700 2 211N0.74 N 0063 70 A+

yerel Bukim yerel
mak Nok. min

seklinde olur.

7. Degisim tablosundaki bilgileri koordinat sistemine aktaralim. Buna gore
gore grafik . bolgeden baslayip konkav bir sekilde artarak
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(—2,0) noktasindan gegecek, yine artarak (—1.21,2.11) noktasinda
maksimum degerini aldiktan sonra yine konkav olarak azalacaktir.
(—1/3,0.74) noktasinda konkavliktan konvekslige gegerek yine azalacak
ve (0,0) noktasina gelecektir. Bu noktadan sonra yine azalip

(0.55, —0.63) noktasina gelerek burada minimum degerini alacaktir.
Sonra yine konveks olarak artmaya baslayacak (1,0) noktasindan gecerek
l. bolgede sonsuza gidecektir (Sekil 13.5).

¥ f(x)=x’+x"-2x
A
(-121,2.11)
12
—0[33,0.74)
. : + > X
1 01 2
(0.55,-0.63)
=2
Sekil 13.5
! /A
< +1
8 of(x) = xz fonksiyonunun grafigini ciziniz.
o xX“—4
:0
Coézim:

1. Tanim kimesi R \ {—2,2} kiimesidir.

2. x=0ig¢iny = —% vey = 0iginx = —1 olur.

3. Paydayi sifir yapan x = —2 ve x = 2 dogrulari diisey asimptotlardir.
Paydanin derecesi payin derecesinden biyik oldugundan y = 0 dogrusu
yatay asimptot olur. Fonksiyon x — too igin y = 0 yatay asimptotu ile
hareket eder.

Egik ve egri asimptot yoktur.

' x%+2x+4
4. f'(x)=-— 2y

kiimesinde f(x) fonksiyonu daima azalandir.

olupVvx € R\ {—2,2} igin f'(x) < 0 olur. Yani tanim

5. ikinci tiirev incelemelerini ihmal ediyoruz.
Degisim tablosu

X |- =2 -1 0 2 40
ol - [-1-T-1T-
f(x) 0\—oo+m\0 \7%\—304—@3\0
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seklinde olur.

7.

Degisim tablosundaki bilgileri koordinat sistemine aktaralim. Buna gore
grafik x - —ooigin y = 0 yatay asimptotu ile baslayacak azalarak x = —2
dogrusunun solundan —oo ‘a gidecektir. Sonra x = —2 dogrusunun

saginda 4+ ‘dan baglayip azalarak (—1,0) noktasindan ve (0, —%)

noktasindan gectikten sonra x = 2 dogrusunun solundan —oo ‘a
gidecektir. Sonra x = 2 dogrusunun saginda 4o ‘dan baslayip azalarak
x = oo icin y = 0 yatay asimptotuna ulasacaktir (Sekil 13.6).

Sekil 13.6

~
L | ef(x) =Vx2 + 1 fonksiyonunun grafigini ciziniz.
—
O
Cozim:
1. Herx € R igin x2 + 1 > 0 oldugundan tanim kiimesi R kiimesidir.
2. x=0i¢iny = 1olup y = 0 yapan higbir x degeri yoktur.
3. Ddsey ve yatay asimptot yoktur.
y = |x| fonksiyonu egik asimptottur. Fonksiyon x - o igin y = |x| egik
asimptotu ile hareket eder.
Egri asimptot yoktur.
' . x — .. . -
4. f'(x) = s olup x = 0 tirevi sifir yapan kritik noktadir.
5. ikinci tiirev incelemelerini ihmal ediyoruz.
6. Degisim tablosu
x | —o0 0 —+00
rEf - 0
f(x) —0 \ 1 / +o0
mutlak
min
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seklinde olur.

7. Degisim tablosundaki bilgileri koordinat sistemine aktaralim. Buna gore
grafik x » —ooigin y = |x| egik asimptotu ile Il. bélgeden baslayacak
azalarak (0,1) noktasinda minimum degerini aldiktan sonra artacak ve
x = +ooigin y = |x| egik asimptotu ile |. bélgede sonsuza gidecektir (Sekil

13.7).
y
A
y =|x|
d" } x
0
Sekil 13.7

441
xZ

Y
]

c of(x) = & fonksiyonunun degisim tablosunu olusturarak grafigini
o

Giziniz.

Tanim kimesi R \ {0} seklindedir.
x = 0 igin fonksiyon tanimli olmadigindan ve y = 0 yapan hicbir x reel
sayisi bulunmadigindan grafik eksenleri kesmez.

3. x = 0 degeri paydayi sifir yaptigindan x = 0 dogrusu diisey asimptottur.
Payin derecesi paydanin derecesinden iki fazla oldugundan egri asimptot
s6z konusudur. Polinom béimesi yapilarak bu egri asimptot y = x? olarak
bulunur. Fonksiyon x — 4o0 icin y = x2 egri asimptotu ile hareket eder.

4. f'(x)= 2(x*-1) _ 2(x?-1)(x?+1) _ 2(-D)(x+1)(x?+1)

x3 x3 x3
1 degerleri tlrevi sifir yapan kritik noktadir. x = 0 noktasi ise tiirevi

olupx =—-1vex =

tanimsiz yapan bir kritik noktadir. Bu noktada fonksiyon da tanimsiz
oldugundan bu nokta bir extremum nokta olamaz. Sadece tiirevin isaret
degisimi etkiler.

5. ikinci tiirev incelemelerini ihmal ediyoruz.

6. Degisim tablosu

X |—oo -1 0 1 40
O - @ + | -9 +
F(x) | 7N 2 A oo N2 A 4o

yerel yerel
min min
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seklinde olur.

7. Degisim tablosundaki bilgileri koordinat sistemine aktaralim. Buna gore grafik
x — —ooicin y = x? egri asimptotu ile Il. bélgeden baslayacak azalarak
(—1,2) noktasinda minimum degerini aldiktan sonra artacak ve x = 0
dogrusunun solundan 4o ‘a gidecektir. Sonra x = 0 dogrusunun saginda
+o0 ‘dan baslayip azalacak (1,2) noktasinda minimum degerini aldiktan
sonra artacak ve x — +oo icin y = x2 egri asimptotu ile |. bélgede sonsuza
gidecektir (Sekil 13.8).

i

|

Sekil 13.8

Bu béliimde bu kadar érnekle yetinecegiz. ilave drnekler igin [3-4]
¢alismalarindan faydalanilabilir.

e Polinom fonksiyonlarin nigin asimptotlarinin olmadigini bir
ornek lzerinde inceleyiniz.

Bireysel Etkinlik
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Ozet

)
\

e Asimptotlar, fonksiyonun belirttigi egriye sonsuzda teget olan dogru veya
egrilerdir.

oDort tip asimptot vardir. Bunlar; diisey asimptot, yatay asimptot, egik
asimptot ve egri asimptot seklindedir.

*Bir fonksiyonun grafigi cizilirken asagidaki adimlar takip edilir.
eFonksiyonun tanim kiimesi belirlenir.
eFonksiyonun (varsa) eksenleri kestigi noktalar bulunur.
eFonksiyonun varsa asimptotlari bulunur.
eFonksiyonun birinci tiirevi alinarak isareti incelenir.

eFonksiyonun ikinci tirevi alinarak isareti incelenir(Bazen islemlerin cok
uzamamasil i¢in bu kismi ihmal edebiliyoruz).

oElde edilen veriler kullanilarak fonksiyon igin degisim tablosu olusturulur.

eDegisim tablosundaki bilgiler koordinat sistemine aktarilir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

L f)= 33:{22;24
a) x=+2
b) x=—-V2
c) x=2
d x=-2

e) Disey asimptot yoktur.

3x%-

2. f()= ;2+2
a) y=2

b) y=-2

¢ y=3

d y=-3

e) Yatay asimptotu yoktur.

3. f =22
a) y=—-4x+8
b) y=4x+8
c) y=4x+2
d y=4x-2

e) Egik asimptot yoktur.

3_9y2
4. fx)=""
a) y=x?-x-1

b) y=x?+x—-1

) y=x2-x+1

d y=-x?-x—-1

e) Egri asimptot yoktur.

egrisinin diisey asimptotu asagidakilerden hangisidir?

4 egrisinin yatay asimptotu asagidakilerden hangisidir?

! egrisinin egik asimptotu asagidakilerden hangisidir?

egrisinin egri asimptotu asagidakilerden hangisidir?
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5 f(x) = % fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) ‘Ji b)
—_2__5_ __________
q 3 d)
—il » X
_______ i___z___¥
R
e) y

e

» =
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6. f(x)= % fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) y b) y
A A
—El / - } \ >
A i | ol | T —
I/ ‘\l
c) ¥ d) y
A A
E _________ > _:¥
DY :
—————— ::1___________ >x i >x
e) y
A
T
[ \; x
2
278
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7. f(x) = x3+ 2x? fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) y b) y
A A

d)

> =
'

e)

> =
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8. f(x) =2—x3+x fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?
a) y b) y

c) v d) v
A A
2 /‘\/
. n 1 N
-2 0 2\ » X _2 0 1 > > X
e) y
A
rl
/\ ; » X
=2 0 1 2
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2
9. f(x) = xx—+4 fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) b)

Y y
A A
! 1
| i
I I
I 1
1 L » x
1 :0 1 -1 :0 d
| I
I 1
I 1
1 1
1 1
1 1
c) y d) v
A A
:\/f’ \\\j:
i s A I
4N S—"14
| - ~ 1
[ S
:’ 4 » X — » X
7,2', I() 2 -2 (): ~2
I// _:_‘4 74 l \'\\
N NG
/’ 1 1 \.\
1 1
1 1
E) ¥
A
24—
| ,/
I"/ i L.
71’, :0 1 > X
Alz
- i
|
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10. f(x) = Vx + 1 fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) y
N
/ -
_3 ‘;
c) y
A
/2/
5 >
e) y

b) ¥
A

RN

3
d) »
A
\- 1
> x
1
Cevap Anahtan

l.e,2.c,3.b,4.3,5.3,6.e,7.d,8.b,9.c 1"~

282

Atatiirk Universitesi Acikdgretim Fakdiltesi



Grafik Cizimi

YARARLANILAN KAYNAKLAR

[1] Kadioglu, E. ve Kamali M., (2013). Genel Matematik. Kiltir Egitim Vakfi
Yayinevi. ISBN: 978-975-8151-57-8. 8. Baski. Eyliil-2013. Erzurum.

[2] Balci, M., (2012). Genel Matematik-1. Siirat Universite Yayinlari. Caglayan A.S.,
TS EN I1SO 9001:2008 Ser Nu.: 300-01. Eylil 2012.

[3] Bayraktar, M., (2000). Analiz-l. Uludag Universitesi Giiglendirme Vakfi Yayin
No: 166 Vipas A.S. Yayin No: 42. ISBN: 975-564-108-4. Bursa.

[4] Cangdil, I. N., (2013). Matematik Cilt I, Calculus Early Transcendentals, Dennis
G. ZILL-Warren S. WRIGHT. Ceviri Editérii: Prof. Dr. ismail Naci CANGUL.
Yayin No: 728. Matematik-istatistik No: 042. Nobel Akademik Yayincilik
Egitim Danismanlik Tic. Ltd. Sti. Sertifika No 20779. ISBN: 978-605-133-629-
9. 4. Basimdan Ceviri, Eylll 2013.

- 283
Atatirk Universitesi Acikogretim Fakiltesi



MAKSIMUM VE MiIiNIiMUM
PROBLEMLERI
(OPTIMIiZAYSON)
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e Maksimum ve Minimum
Problemleri (Optimizasyon)
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* Bu Uniteyi ¢alistiktan sonra;

* Maksimum ve minimum
problemlerinin (Optimizasyon
problemlerinin) ne anlam ifade
ettigini 6greneceksiniz.

* Maksimum ve minimum
problemlerini taniyacaksiniz.

® Bu problemlerin nasil ¢ozUildug
hakkinda bilgi sahibi olacaksiniz.

HEDEFLER

© Bu iinitenin tiim yayin haklari Atatiirk Universitesi Acikégretim Fakiiltesi’ne aittir. Yazili izin alinmadan
lnitenin tiimiiniin veya bir kisminin elektronik, mekanik ya da fotokopi yoluyla basimi, yayimi, ¢ogaltimi ve
dagitimi yapilamaz.



Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

Maksimum ve Minimum Problemleri

(Optimizasyon)

e Maksimum ve minimum problemlerini
tanimak

e Maksimum ve minimum problemlerinin nasil
¢cOzlilebilecegini anlamak

e Maksimum ve minimum problemlerini ¢ozmek

o ktisat ile ilgili maksimum ve minimum

problemleri
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Optimizasyon bir
sistemdeki kaynaklarin
en verimli sekilde
kullanilarak belirli
amaglara ulagmayi
saglayan bir teknoloji
olarak
tanimlanmaktadir.

Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

GiRi$

Matematik tarihi boyunca, maksimum ve minimum problemleri dnemli bir
rol oynamistir. Matematik ve fizigin cesitli dallarinda ve diger bilim dallarinda
bircok glizel ve 6nemli problem ortaya ¢cikmistir. Euclid, Arsimed, Bernoullis,
Newton gibi bir¢ok bilim adami bu somut sorunlara ¢éziim arayisinda yer almistir.

Cozamler, teorinin gelisimini tesvik etmis ve sonug olarak bu problemlerin
¢6zUminli mimkin kilan teknikler ortaya konmustur.

Matematikgiler yaklasik yirmi beg asir 6nce bu problemleri ¢alismaya
baslamistir. Problemlerin ¢oziimlerine ve genel metotlarin arastirilmasina da
yaklasik 300 yil 6nce baslanmistir.

Optimizasyon, bir sistemdeki kaynaklarin (isgiicli, zaman, kapital, stiregler,
hammaddeler, kapasite, ekipman gibi) en verimli sekilde kullanilarak belirli
amaclara (maliyet enazaltiimasi, kar encoklanmasi, kapasite kullaniminin
enyiikseltilmesi ve verimliligin engoklanmasi gibi) ulasmayi saglayan bir teknoloji
olarak tanimlanmaktadir.

Optimizasyon teknolojisi, karar verme sireglerini hizlandirmakta ve karar
kalitesini artirmakta kullanilarak gercek hayatta karsilasilan problemlerin etkin,
dogru ve gercek zamanli ¢oziimiinde yararlaniimaktadir.

Optimizasyonda, modelleme ve ¢éziimleme iki 6nemli bilesen olarak
nitelendirilmektedir. Modelleme ger¢ek yasamda karsilasilan problemin
matematiksel olarak ifade edilmesi, ¢oziimleme ise bu modeli saglayan en iyi
¢6zUmiin elde edilmesini kapsamaktadir. Optimizasyon teknolojisinin gelisiminde
arastirmacilar 6ncelikli olarak modellemeyle ilgilenmislerdir.[1]

GUnumuizde arastirmacilar, kullanicilar, sirketler, kamu kurum ve kuruluslari
planlama ve optimizasyon problemleri ile karsi karsiya kalmaktadir. Bu tiir
problemlerde, farkli karar alternatifleri vardir ve bunlardan biri segilmektedir.
Mevcut alternatiflerden biri, bir degerlendirme kriterine sahip kullanici veya sirket
Uzerinde daha etkili olur. Bazen bazi kisitlamalar ile alternatiflerin sayisi
azaltilabilir.

insanin bulundugu her yerde, bir cok alanda ve disiplinde karsilasilan
optimizasyon problemlerinde (maksimum ve minimum problemleri), érnegin
iktisatta, maliyetin azaltilmasi, karin ve gelirin maksimize edilmesi, kapasitenin ve
verimliligin artirilmasi gibi amaglar icin en iyi (optimal) yada en iyiye yakin
¢Ozimler arastiriimaktadir. Bu problemler istenen hedeflere ulasmak igin sinirh
kaynaklarin etkin kullanimi ile ilgilidir. Dolayisiyla var olan mimkiin
alternatiflerden amaca uygun olan, en iyi alternatif géz 6niine alinmaktadir.[2]

Bu kisimda, ilk olarak maksimum minimum probleminin nasil ¢ozllecegi
anlatilip, daha sonra bu problemlerle ilgili drnekler verilecektir. Son kisimda ise
deneme sorulari ve degerlendirme testi ile konunun pekistirilmesi saglanacaktir.
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Optimizasyon, en iyiyi
yani optimum olani
aramak olarak ifade

edildiginden
optimizasyonun
kullanilmadigi bir bilim
dali hemen hemen yok
gibidir.

Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

MAKSIMUM ve MiNiMUM PROBLEMLERI
(OPTIMIiZASYON)

Bu béliimde, optimizasyon kavrami tanitilarak cesitli rnekler verilecektir.
Optimizasyon problemi maksimum ve minimum problemi olarak da adlandirilir.

Bu problemlerde ¢6ziim, genellikle biri digerini tamamlayan farkli adimlarda
yapilir. Bu adimlar genel olarak, problemi tanima ve tanimlamak, ¢6ziim modeli
olusturmak ve bu modeli uygulayarak problemi ¢c6zmek olarak ifade edilir.
Dolayislyla optimizasyonda slire¢ genel olarak modelleme ve ¢6ziimleme olarak iki
bilesene sahiptir.

Bir optimizasyon probleminde ve planlamada genel olarak asagidaki adimlar
g6z online alinir:

e Problemitanimak

e Problemitanimlamak

e Problem icin bir model olusturmak
e Modeli ¢ozmek

e (CoHzUmi onaylamak

e (COzUmu uygulamak

Bir optimizasyon probleminin (maksimum ve minimum problemi) ¢6zim{i
icin asagidaki yol uygulanacaktir [3] :

¢ Maksimum ve minimum olmasi istenen ¢oklugun fonksiyonu olusturulur
(problemin matematiksel modeli).

*  Eger olusturulan fonksiyon birden fazla degisken iceriyorsa, verilen sartlar
veya kisitlamalar kullanilarak bu fonksiyon tek degiskene indirgenir.

* Elde edilen tek degiskenli fonksiyonun tiirevi alinarak kritik deger (veya
degerler) bulunur.

*  Bulunan bu kritik degerin (veya degerlerin) maksimum veya minimum
oldugu tirev tablosu ile gosterilir.

ilk olarak bazi basit 6rneklerle maksimum ve minimum problemlerini
tanimaya ¢alisalim [4, 5].

k:"‘ \

eToplamlari 100 olan dyle pozitif iki sayl bulunuz ki bu sayilarin
¢arpimlari maksimum olsun.

Ornek

Coziim: Bu sayilar x ve y olmak lizere, toplamlari x +y = 100 olarak
verilmistir. Carpimlarinin maksimum olmasi istendigine gére, matematiksel modeli
A = x.y olarak yazilir. Bu fonksiyon iki degiskene bagl oldugundan x + y = 100.
kisitlayici sarti kullanilarak tek degiskene indirilmelidir. Burada y degiskeni yerine
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y =100 — x alinirsa, A fonksiyonu A = x. (100 — x) = 100x — x? seklini alir.
Bu fonksiyonun x degiskenine gore tirevi alindiginda,

A" =100 - 2x
bulunur. A" = 0 esitliginden,
A =100—2x=0=>2x=100=>x =50

elde edilir.

A 7 N

Yukardaki isaret tablosundan da gorildigi gibi x = 50 de maksimum
vardir. O halde istenilen sayilar x = 50 ve x + y = 100 esitlig§inden de y = 50
bulunur. Maksimum (optimum) deger ise A = x.y = 50.50 = 2500 olarak elde
edilir.

Optimizasyon, "En
lyileme" anlaminda ,
kullanildigindan her |
zaman i¢in hedeflenen
sonug, optimizasyon
teknikleri kullanilarak
ulasilan sonuctur.

eToplamlari 20 olan 6yle iki sayi bulunuz ki bu sayilarin kareleri
toplami minimum olsun.

Ornek

Céziim: istenilen sayilar x ve y olarak alindiginda x + y = 20 olur.
Minimum olmasi istenen fonksiyon A = x? + y? seklindedir. iki degiskene bagli
olarak verilen bu fonksiyonda y degiskeni yerine x + y = 20 6n sartindan dolayi
y =20—xalnirsa A = x? + (20 — x)? = 2x? — 40x + 400 elde edilir. Bu
fonksiyonun x degiskenine gore tirevi alinarak,

A '=4x — 40
bulunur. Bu tirev sifira esitlenerek,

A =4x—-40=0=4x=40=x =10

elde edilir.
x 10
A - - - - + + + +
A \ 7

Yukardaki isaret tablosundan da gorildigi gibi x = 10 da minimum vardir.
O halde istenilen sayilar x = 10 ve x + y = 20 esitlig§inden de y = 10 bulunur.
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Optimizasyon
problemlerinde,
uzunluk, alan ve hacim
gibi geometrik
kavramlarin maksimize
ve minimize edilmesi
isteniyorsa, bu
kavramlarla ilgili
formillerin bilinmesi
gerekir.

Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

Minimum (optimum) degerise A = x2 + y? = 100 + 100 = 200 olarak elde
edilir.

—
P

eCevresi 200 cm olan dikdortgenler arasinda alani maksimum olaninin
kenar uzunluklarini bulunuz.

Ornek

Cozim:

L Y J
sekil.14.1.

Sekil 14.1’ de gorildugi gibi dikdortgenin kenar uzunluklari x ve y olsun.
Bu durumda dikdértgenin kenar uzunluklari toplami 2x + 2y = 200 > x +y =
100 olur. Ayrica dikdortgenin alani A ile gosterilirse A = x.y maksimum olmasi
istenen fonksiyon olur. iki degiskene bagli bu fonksiyonda y degiskeni yerine x +
y = 100 esitliginden y = 100 — x alinirsa,
A =x.(100 — x) = 100x — x?

tek degiskenli fonksiyonu elde edilir. A fonksiyonunun x degiskenine gore tirevi
alinirsa,

A" =100 - 2x
bulunur. Burada A’ = 0 dan hareketle,
100—2x=0=2x =100 = x =50

elde edilir.

A 7 N\

isaret tablosundan x = 50 de maksimum oldugu gériliir. O halde
dikdortgenin boyutlar, x = 50 ve y = 100 — x esitlig§inden y = 50 bulunmus
olur. (Bir kare oldugu gériiltr). Maksimum alan ise 2500 cm? dir.
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K\
RV
8 eDiizlemde(4,2) noktasinin y? = 8x egrisine (paraboliine) olan en
:5 yakin uzakligini bulunuz.
Coézim:
e N
» X
. J
sekil.14.2.
Duzlemde (x,y1) ve . e
(x5, y,) noktalari Sekil 14.2’ de verilen egri tzerindeki (4,2) noktasina en yakin nokta
2,2
arasindaki uzunlugu bulunursa, bu problem ¢dziilmiis olur. y? = 8x egrisi tizerindeki bu nokta (x, y)
bulmak igin olsun. (4,2) ile (x, y) noktasi arasindaki uzaklik minimum olmasi istenen

fonksiyonu verir. Bu fonksiyon (diizlemde iki nokta arasindaki uzaklik

L= =32 + 0n = y)? formiliinden),

formulu kullantlir.

l=J(x—4)?+(y—2)?

seklinde yazilir. Burada karekokin icini minimum yapan deger kendisini de
minimum yapacagindan kok kaldirilarak islem yapilabilir. Dolayisiyla,

P=(x-9H*+-2)°

yazilabilir. iki degiskene bagl olan bu fonksiyonda x degiskeni yerine y? = 8x den
y2

x = —alinirsa,
8

12—<y2 4>2+( 2
=\g - y—12)

y4
=a—y2+16+y2—4y+4

4
y

=Y 4y +20
6a T

elde edilir. Bu fonksiyonun y degiskenine gore tiirevi alindiginda,

3

Py

2= —4
16

bulunur. 12" = 0 esitliginden,
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3

?1/—6—4=0=>y3=64=>y=4
elde edilir.
y 4
U - - - - + + + +
l N 7

Yukardaki isaret tablosundan goérildiga gibi y = 4 de minimum vardir. y =
2
4icinx = % esitliginden x = 2 bulunur. Boylece (4,2) noktasina egri Gizerindeki

en yakin nokta (2,4) noktasidir. O halde istenen minimum uzakhk

I=JQ2-4)2+@4-2)2=2V2

olur.
/AW
~
“C-’ ePeynir kutusu imal eden bir firma bir iriin icin 108 cm3’liik hacimli
6 Ustli acik kare prizma seklinde kutular Gretmeyi planlamaktadir. Bu
' kutularin yiizey alaninin minimum olmasi i¢in boyutlari ne olmalidir?
Cozim:

Taban kenar uzunlugu x
ve ylksekligi h olan bir s N
kare prizmasinin hacmi
V = x%. h veyiizey
alaniise
A = 4x.h + x?dir.

J

\_ y,
sekil.14.3.

Sekil 14.3’ te verilen, ylizeyinin minimum olmasi istenen kutunun taban
kenar uzunlugu x ve yiiksekligi h olmak iizere hacmi V = x%. h = 108 olarak
verilmistir. Minimum olmasi istenen fonksiyon A = 4x. h + x? sekilinde iki

degiskenlidir. Burada h degiskeni yerine verilen x2. h = 108 esitliginden h = %
alinirsa,

_ 5, 108 2_432 5
A=4x.h+x =4x.—+x*=—+x
x x
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)
Maksimim minimum
problemleri, ginlik
hayatta karsilasilan

bircok problemin
¢O6ziimiinde, etkili
olarak kullanilir.

Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

bulunur. Bu fonksiyonun x degiskenine gore tiirevi alinirsa,

) 432 2x3 — 432
A=—— 2 =—F5—
X X
, 2x%—432 s s
A=——m—=0=22-432=0=>x"=216 = x =6
bulunur.
x 6
A’ - - - - + + + +
A N 7

Yukardaki isaret tablosundan goérildigi gibi x = 6 da minimum vardir. x =

6icin, h = % esitliginden h = 3 bulunur.

/A
~
8 *12 m uzunlugundaki bir malzemeden alti dikdortgen ve Ustli yarim
5 daire olacak sekilde bir pencere imal edilmek isteniyor. En fazla 1518
' almasi icin bu pencerenin boyutlari ne olmahdir?
Cozim:

2r

sekil.14.4.

Sekli yukaridaki Sekil 14.4’ teki gibi olan pencerelerden en fazla 15181 ieri
alan, en blyiik alana sahip olanidir. Dolayisiyla maksimum olmasi istenen
fonksiyon,

A= h.2r+%nr2

seklinde iki degiskenli olarak yazilir. Burada dairenin alani rr?’dir. Kullanilacak
malzeme 12 m olduguna goére, pencerenin gevre uzunlugu 2h + 2r + ir = 12
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olur. Bu esitlikten elde edilen h =6 —r — n?r ifadesi yukardaki fonksiyonda

yerine yazilirsa,

nr 1 1 1
A:(6—r—7)2r+5nr2 = 12r—2r2—§nr2 =12r—<2+5n)r2

bulunur. A fonksiyonunun r degiskenine goére tirevi alindiginda,
A=12-A+m)r

elde edilir. A" = 0 olmak Gizere 12 — (4 +m)r=0=1r = % kritik degeri

bulunur.
12
yyon
r
A’ + + + + - - - -
A 7 N

. 12 . o R
Isaret tablosundanr = o de maksimum oldugu goérilir. O halde

. . . r 12 T 12 12
pencerenin yiksekligideh=6—-—r——=6 ———— ( —) = —olarak
2 441 2\ 4+m 4+

bulunur.

Simdi de is ve iktisatla ilgili bazi problemleri tanitip ¢éziimlerini bulmaya
calisalim. iktisadi problemlerde x iiriin miktari olmak lizere, toplam maliyet
fonksiyonu C(x), toplam gelir fonksiyonu R(x), talep fonksiyonu p(x) ve toplam
kar fonksiyonu ise P(x) ile gosterilecektir. Burada toplam kar fonksiyonu P(x) =
R(x) — C(x) ve toplam gelir fonksiyonu ise R(x) = x.p(x) seklindedir.

Is diinyasinda ¢dzimii
aranan bir ¢ok
problemin matematik
modellemesi
yapildiktan sonra, bu
problemlerin ¢6zimi
icin optimizasyon etkin
olarak kullanilir.

—
P

*Bir teknomarkette bir ayda herbiri 350 birim liradan 200 adet
fotograf makinasi satilmaktadir. Eger %10 indirim yapilirsa 20 adet
fazla Grin satilacagi distintilmektedir. Bu Uriin icin talep ve gelir
fonksiyonlarini yazarak, gelirin maksimum olmasi igin indirimin ne
kadar olacagini bulunuz.

Ornek

Coziim: indirim yapildiginda bir ayda satilacak olan tiriin sayisi x olsun. Bu
durumda aylik satis fazlasi x — 200 olur. Her 20 birimlik satis artisi igin, fiyat %10

- . . . 1 1
azalir. Dolayisiyla her bir ilave birim satista fiyattaki azalma 20 X 10 = 3 olacaktir.

Boylece talep fonksiyonu,

1 1
p(x) = 350 —E(x —200) = 450 —5X

ve gelir fonksiyonu ise,
1
R(x) = x.p(x) = 450x — Exz

olarak bulunur. Bu fonksiyonun x degiskenine gore tirevi alinirsa,
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R'(x) =450 — x
elde edilir. Burada R'(x) = 0 dan 450 — x = 0 = x = 450 kritik degeri bulunur.
X

450

A 7 \

isaret tablosundan x = 450 de maksimum oldugu goriiliir. Bu deger, talep

fonksiyonu olan p(x) = 450 — %x’de yerine yazilirsa karsilik gelen fiyat,

1
p(450) = 450 — > 450 = 450 — 225 = 225

seklinde bulunur. indirim ise 350 — 225 = 125 olur. Béylece kazanci artirmak igin
magazanin 125 birim lira indirim sunmasi gerekmektedir.

*Bir telefon sirketi kiyidan 7 km uzagindaki bir adaya telefon teli
cekecektir. Kiyi boyunca km basina 200 birim lira ve deniz altinda ise
km basina 300 birim lira maliyet tutmaktadir. Kiyi uzunlugu 12 km
oldugunda adaya en az maliyetle ne kadar tel ¢cekilmelidir.

Ornek

7 km

X

«— 12km — =

sekil.14.5.

Céziim: C(x) maliyet fonksiyonunu gostermek lizere, minimize olmasi
istenen fonksiyon, yukaridaki sekil goz 6nline alinarak,

C(x) = 300y/x2 + 49 + 200(12 — x)

seklinde olusturulur. Bu fonksiyonun x degiskenine gore tirevi alinirsa,

300x

¢’ = e
bulunur. C'(x) = 0 esitliginden

— 200

- 294
Atatirk Universitesi Acikogretim Fakiltesi



Maksimum ve Minimum Problemleri (Optimizasyon)

ﬂ—200=0:>3x=2 x2 +49 = 9x2 = 4x% + 196
VxZ +49
elde edilir. Buradan 5x? = 196 = x = /39,2 kritik degeri bulunur.
x
V39,2
c’' - - - - + + + +
C \ 7

isaret tablosundan gériilecegi gibi x = v/39,2 de minimum vardir. O halde
minimum maliyetle ¢ekilecek tel uzunlugu,

l=12—x++/x%2+49

esitliginden, yaklasik olarak

1 =12-+/39,2++/39,2+ 49 = 15,1 km

seklinde bulunur.

*Bir Uiriin igin kar fonksiyonu P(x) = —3x2 + 6x + 11 olarak verilsin.
Minimum kar saglayan trin miktarini bularak minimum kari yaziniz.

Ornek

Coziim: Kar fonksiyonu,
P(x) = —3x% + 6x + 11
oldugundan bu fonksiyonun x degiskenine gore tirevi alinirsa,
P'(x) = —6x+6
bulunur. P’'(x) = 0 esitliginden —6x + 6 = 0 = x = 1 kritik degeri elde edilir.

X 1
P’ - - - - + + + +
P N\ 14 7

Yukardaki isaret tablosundan goérildiigi gibi, x = 1’de minimum kar vardir.
Dolayisiyla, saglanan minimum kar da,

P(x)=—-3x2+6x+11=P(1)=-3.12461+11=14
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birim liradir.

|

*Bir firmanin bir Grinl igin talep fonksiyonu p(x) = 100 —
0,001x ve maliyet fonksiyonu da C(x) = 50x + 10000 olarak
belirlenmistir. Karin maksimum olmasi igin tGrin miktari ne olmahdir?
Bu durumda toplam kar ne olur?

Ornek

Coziim: Toplam gelir fonksiyonu,
R(x) = x.p(x) = x.(100 — 0,01x) = 100x — 0,01x?
seklindedir. Boylece toplam kar fonksiyonu da,
P(x) = R(x) — C(x)
= 100x — 0,01x2 — (50x + 10000)
= —0,01x% + 50x — 10000
olur. Bu fonksiyonun x degiskenine gore tiirevi alinirsa,
P'(x) = —0,02x + 50

bulunur. P’'(x) = 0 esitliginden —0,02x + 50 =0 = x = 39 = 2500 kritik

0,02
degeri elde edilir.
x 2500
P’ + + + + - - - -
P Va N
52500

Yukardaki isaret tablosundan, x = 2500 Urin icin maksimum karin oldugu
gorilur. Dolayisiyla toplam kar,

P'(2500) = —0,01(2500)2 + 50(2500) — 10000 = 52500

birim lira olarak bulunur.

[
-

*Bir kamyon sirketi, bir kamyonun bir saatlik ¢alisma igin toplam
maliyet fonksiyonunu C(x) = 0,0001x? — 0.01x + 112 olarak
belirlemistir. Burada x kamyonun hareket halindeki hizidir. Bu
durumda toplam maliyetin minimum oldugu bir saatlik ortalama
hizini bularak Kamyonun bir saatlik toplam maliyetini yaziniz.

Ornek

Céziim: C(x) = 0.0001x? — 0,01x + 112 toplam maliyet fonksiyonunun x
degiskenine gore tirevi alinirsa,

C'(x) = 0,0002x — 0,01
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bulunur. C'(x) = 0 esitliginden, 0,0002x — 0,01 =0 = x = 0%’2;2 = 50 kritik
degeri elde edilir.
50
X
c' - - - - + + + +
C N 111,75 2

isaret tablosundan x = 50 de minimum oldugu gériiliir. O halde kamyonun
hiz1 50’dir. Kamyonun bir saatlik toplam maliyeti de 111,75 birim liradir.

N

e Cesitli optimizasyon problemi 6rnekleri tasarlayarak bu
problemlerin ¢6zUmind arastiriniz.

Bireysel Etkinlik

N

e Uzunlugu "I" olan bir iple cevrelenen maksimum alanl bir
dikdortgenin boyutlarinin nasil segilmesi gerektigi problemi
Uzerinde distininiz.

Bireysel Etkinlik
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Ozet

*Bir optimizasyon probleminde ve planlamada genel olarak asagidaki
adimlar géz 6ntne alinir:

*Problemi tanimak

*Problemi tanimlamak

eProblem igin bir model olusturmak

eModeli cozmek

*CozUimil onaylamak

*CozUm uygulamak

eOptimizasyon probleminin (maksimum ve minimum problemi) ¢6ziimi igin
asagidaki yol takip edilmistir:

eMaksimum veya minimum olmasi istenen ¢oklugun fonksiyonu olusturulur
(problemin matematiksel modeli).

eEger olusturulan fonksiyon birden fazla degisken iceriyorsa, verilen sartlar
veya kisitlamalar kullanilarak bu fonksiyon tek degiskene indirgenir.

oElde edilen tek degiskenli fonksiyonun tirevi alinarak, kritik deger veya
degerler bulunur.

eBulunan bu kritik deger veya degerlerin maksimum veya minimum olup
olmadig tiirev tablosu ile gosterilir.
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DEGERLENDIRME SORULARI

1. Toplamlari 100 ¢arpimlari maksimum olan iki pozitif sayi asagidakilerden
hangisidir?
a) 40ve 60
b) 30ve70
c) 50ve50
d) 45ve55
e) 49veb5l1

2. xvey sayllarinin toplamlari 60'tir. x. y2’ni maksimum deger alabilmesi
icin x ve y sayilari kag olmalidir?
a) 15ve45
b) 20ve 40
c) 25ve35
d) 10ve 40
e) 30ve30

3. Bir kenari [ uzunlugunda olan bir kare igine gizilebilen ve koseleri bu
karenin kenarlari tizerinde bulunan en kigik alanli karenin kenar
uzunlugu asagidakilerden hangisidir?

Z)

b) 21

)

d) 21

e) 3l

a)

c)

4. x? —y? =1 egrisi Gizerindeki noktalardan diizlemdeki (4,0) noktasina en
yakin olanlari asagidakilerden hangisidir?
a) (V3,2)ve(¥3,-2)

b) (2,v3)ve (—2,v3)
0 (2—V3)ve (-2,v3)
d) (2,v3)ve(2,—V3)
e) (2,v3)ve(3,V3)

5. x Grun miktari olmak tzere, bir Grln icin toplam kar fonksiyonu P(x) =
—5x2 + 20x + 34 olarak verilsin. Buna gére maksimum kari saglayan
Grlin miktari asagidakilerden hangisidir?

a)
b)
c)
d)
e)

N U1 W S =
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6. x lrlin miktari olmak Uzere, bir Grln i¢in toplam maliyet fonksiyonu
C(x) = 5x% — 20x + 34 olarak verilsin. Buna gére maliyetin en az oldugu
Grtn miktari asagidakilerden hangisidir?
a) 2
b) 3
c) 4
d 5
e) 10

7. x Urlin miktari olmak Gzere, bir trin igin kar fonksiyonu olarak
P(x) = —x2 4+ 100x verilsin. Buna gore bu riinden elde edilecek
maksimum kar asagidakilerden hangisidir?

a) 2000
b) 3000
c) 2500
d) 3500
e) 3200

8. x Urin miktari olmak tizere, bir Grin igin toplam gelir fonksiyonu R(x) =

2
30x — % seklinde verilsin. Bu durumda en fazla gelirin oldugu (riin

miktari asagidakilerden hangisidir?
a) 950
b) 900
c) 875
d) 850
e) 800

9. Birreklam acentesi icin kar fonksiyonu, x reklam miktarini géstermek

2
Uzere, P(x) = 230 + 20x — % olarak belirlenmistir. Maksimum kari

veren reklam miktarini asagidakilerden hangisidir?
a) 20
b) 30
c) 25
d) 35
e) 25
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10. Bir giftcinin, bir kenari nehre siniri olan bir mera alaninin etrafini cevirmek
icin 2000 metrelik bir ¢it malzemesi bulunmaktadir. Bu malzeme ile nehre
sinirt olan kismi haric maksimum alanl bir dikdortgen bolge cevirmek
istiyor. Bu bolgenin alani kag metre kare olmahdir?

a) 550000
b) 500000
c) 400000
d) 5000

e) 500

Cevap Anahtarn
l.c,2.b,3.c,4.d,5.¢e 6.3,7.c,8.b,9.3,10.b.
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